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Cztowiek, od niepamietnych czasow
obserwujac przyrode, zauwazat
zaskakujaca regularnos¢ w wystepowaniu
wielu zjawisk biologicznych

Majac dos$¢ ograniczone mozliwosci ich
bezposredniego badania, starat sie znalez¢
uzasadnienie na gruncie dostepnej mu wie-
dzy. Angielski lekarz Alexander H. Howe
w ksiazce z 1865 roku, bazujacej na dos$¢ do-
brze udokumentowanych obserwacjach epi-
demii choréb zakaZznych, podjat sie proby
wyjasnienia ich wystepowania. Oprocz cat-
kiem sensownych wnioskow wigzacych Zré-
dta wielu chorob z duzymi miastami portowy-
mi przytacza raczej zaskakujace hipotezy. Na
przyktad, zaobserwowany przez niego osiem-
nastoipdtroczny cykl pojawiania sie epidemii
tlumaczy nastepujaco: ,Dhugos$¢ przerw mie-
dzy kolejnymi okresami wystepowania cho-
roby odpowiada okresowi pojedynczego ob-
rotu wokot weztow ksiezycowych i podwdjne-
mu okresowi obrotéw wokoét linii absyd”. To
absurdalne z punktu widzenia wspétczesnej
nauki wyjasnienie w owym czasie wcale nie
byto az tak dziwne. Astronomia byla nauka
cieszaca sie powszechnym zaufaniem, to
dzigki niej angielska flota przemierzata oce-
any, a imperium brytyjskie kwitto. Prawdziwe
przyczyny wystepowania choréb zakazZnych
nie zostaly jeszcze poznane: Ludwik Pasteur
dopiero zaczynat swoje badania, a Robert
Koch dopiero studiowat medycyne.

W przyrodzie wystepuje wiele zjawisk
o charakterze cyklicznym. Wcale nas to nie

dziwi, gdy jest to cykl roczny, dobowy lub
ksigzycowy. Jednak pojawiaja si¢ cykle zu-
pelnie odmienne, niemajace uzasadnienia
w $wiecie zewnetrznym. Nawet do$¢ dobre
poznanie proceséw biologicznych nie zawsze
wystarcza do wyjasnienia ich zaskakujacego
przebiegu. Oprocz wspomnianego cykliczne-
g0 pojawiania sie epidemii réwniez zmiana
liczebnosci populacji wiekszosci gatunkow
zwierzat oraz przebieg wielu choréb ma cha-
rakter okresowy. Dopiero zbudowanie i zba-
danie modelu matematycznego opisujacego
te procesy pozwala na precyzyjne wyjasnie-
nie ich okresowosci.

Pierwsze modele

Jeden z pierwszych modeli tego typu przed-
stawit w 1926 roku wioski matematyk Vito
Volterra. Model ten wyjasnit zaskakujace fluk-
tuacje zmiany stosunku ilosci ryb drapieznych
i gatunkow stanowiacych ich pozywienie spo-
wodowane ograniczeniem potlowéw w czasie
[ wojny $wiatowej. Bezposrednio po I wojnie
Swiatowej rybacy zaobserwowali znaczne
zwiekszenie liczby ryb drapieznych w Adria-
tyku w stosunku do okresu przedwojenne-
g0. Zjawisko trudno byto wyjasni¢ na gruncie
samej biologii. Volterra zaproponowat prosty
matematyczny model opisujacy relacje mie-
dzy drapieznikami i ofiarami. Jesli przyjmie-
my, ze X(t) i Y(t) oznaczaja, odpowiednio, wiel-
kosci populacji ofiar i drapieznikéw, to zmien-
ne te spetniaja ukiad réwnan rézniczkowych

X'=(a-chi

V'=(-b+dX)Y,
gdzie a oraz -b sa wspotczynnikami wzrostu
obu populacji, a wyrazenia -cY idX opisuja
zmiany wspoétczynnikéw wzrostu, odpowied-
nio, populacji ofiar i drapiezcéw pod wptywem

Wielkosci populacji

ofiar X oraz drapiezcow Y
w modelu Volterry
zmieniajq si¢ okresowo.
Widag, e populacja
drapieicow zaczyna
rosnaé, gdy populacja ofiar
jest dostatecznie duza

Zrdo: R. Rudnicki, R. Wieczorek



drugiej populacji. Okazato sie, Ze rozwigzania
tego uktadu sg funkcjami okresowymi, a Sred-
nia wielkoS¢ populacji wynosi x =b/d oraz
y =a/c. Jezeli w chwili poczatkowej wielkosci
populacji wynosza doktadnie x i y, to nie zmie-
niaja sie w czasie. Ze wzoréw na Srednie wiel-
kosci x i y mozna tatwo wyprowadzi¢ wniosek,
ze zaprzestanie potowow powoduje wzrost po-
pulacji ryb drapieznych i zmniejszenie popu-
lacji ich ofiar, co nastgpito w czasie 1wojny
Swiatowej. Model Volterry byt wielokrotnie
modyfikowany, a jedna z najciekawszych jego
wersji zaproponowat Kotmogorow. W modelu
Kotmogorowa pojawit sie efekt istnienia cyklu
granicznego, a wiec takiego rozwigzania okre-
sowego, do ktérego zmierzaja inne rozwiaza-
nia. Model ten wyjasnit zjawisko stabilnosci
w ekosystemie, a wiec tego, dlaczego chwilo-
we mate zaburzenia systemu sa odwracalne.

Choroby okresowe

Zjawiska cykliczne, powtarzalne odgrywa-
ja kluczowa role we wszelkim zyciu. Pewne
z nich, takie jak chociazby tetno czy od-
dech, przebiegaja podczas calego zycia or-
ganizmu, a ich przerwanie powoduje Smierc.
Pojawienie sie innych z kolei traktujemy jako
zjawiska patologiczne iwigzemy z choroba-
mi. Okazuje sie, ze wiele choréb moze miec¢
przebieg okresowy. Polscy uczeni, matematyk
Andrzej Lasota i hematolog Maria Wazewska-
-Czyzewska, wlatach 70. interesowali sie
przebiegiem czasowym réznych postaci bia-
taczki. W tym celu zbudowali model funkcjo-
nowania uktadu krwiotwoérczego, ktory dosc
dobrze zgadza sie z wynikami badan ekspe-
rymentalnych. Model ten opierat sie na dos¢

prostej zasadzie. Spadek ilosci krwinek czer-
wonych w krwiobiegu powoduje przekazanie
za pomocg hormonu zwanego erytropoetyng
impulsu do szpiku kostnego pobudzajacego
podziat i réznicowanie sie krwinek, a w kon-
sekwencji zwiekszong produkcje czerwonych
ciatek krwi. Istotng role w tym procesie od-
grywa wspotczynnik h opisujacy czas mie-
dzy impulsem a powstaniem w pehni uksztal-
towanego erytrocytu. Sam model opisany jest
réwnaniem rézniczkowym z op6znionym pa-
rametrem h. Dla zdrowego organizmu h wy-
nosi okoto 5 dni. Wtedy system jest stabilny.
Nawet gdy nastapi zaburzenie systemu, orga-
nizm po pewnym czasie samodzielnie wrdci
do stanu rownowagi. Wydtuzenie czasu h po-
trzebnego do wytworzenia erytrocytow spo-
wodowane ztym funkcjonowaniem mechani-
zmow produkcji krwinek w szpiku kostnym
powoduje zanik stabilno$ci potozenia réwno-
wagi i pojawienie sie rozwigzan okresowych.
W praktyce oznacza to cykliczng zmiane ilo-
sci krwinek w krwiobiegu i niektore formy
biataczki istotnie majq taki przebieg. Model
matematyczny pozwala rowniez wyznaczy¢
dtugosc¢ pojedynczego cyklu chorobowego,
ktory zalezy od czasu h, ale nie jest jego pro-
sta wielokrotno$cia.

Reakcja Bietousowa-Zabotyiskiego

Przetomem w badaniu zjawisk cyklicznych
stato si¢ odkrycie przez Borisa Pawtowicza
Bietousowa w 1951 roku reakcji chemicz-
nej przebiegajacej w sposob okresowy, zwa-
nej dzisiaj reakcjq Bietousowa-Zabotyriskiego.
Wyniki jego badan byty przez wiele lat ignoro-
wane w ZSRR i dopiero gdy informacja o nich

Image courtesy of MODIS Rapid Response Project at NASA/GSFC

Zakwit fitoplanktonu

u wybrzeiy Argentyny.
Prady morskie oraz
procesy wzrostu
powodujg, Ze fitoplankton
nie rozplywa sie
rownomiernie w oceanie,
ale tworzy interesujace
fraktalne formy
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Plamki na siersci

dalmatyiczyka sa
efektem procesow

reakcji-dyfuzji

zachodzacych

W jego organizmie

— Nr1(17) 2009 N)

N

Czy matematyka moze rozwigzac biologiczne zagadki?

dotarta na Zachdd na poczatku lat 70., spotka-
ly sie z wiaSciwym duzym zainteresowaniem.
Préby wyjasnienia okresowego przebiegu tej
reakcji (wczesniej sadzono, ze kazda reakcja
chemiczna dazy do stanu réwnowagi) zain-
spirowaty zaréwno opisujacy ja model Fielda-
-Noyesa, jak iwiele innych matematycznych
modeli zjawisk biochemicznych przebiegaja-
cych w sposéb okresowy. Reakcja BZ, a tak-
7e podobne zjawiska biologiczne oraz oczywi-
Scie ich modele wykazuja jeszcze inne szcze-
golne wlasnosci. Mianowicie prowadzg do po-
wstawania fal biegnacych i dynamicznych nie-
jednorodnosci przestrzennych - czyli réznego
rodzaj wzoréw i ksztaltéw zmieniajacych sie
w czasie. Okazalo sie, ze za pomoca modeli
matematycznych mozna nie tylko zrozumiec,
dlaczego obserwujemy okresowy badZ tez nie-
jednorodny przestrzennie przebieg, ale tez
wylicza¢ takie wielkosci, jak okres reakcji czy
szybko$¢ rozchodzenia sie fal, a nawet przewi-
dywa¢ pewne zachowania, ktérych nie zaob-
serwowano przed ujawnieniem przez model
mozliwosci ich wystapienia.

Plamki na siersci a niestabilno$¢ Turinga
Przyroda petna jest przebogatych form
i ksztattow niejednokrotnie zaskakujacych
nas swoim pieknem - ale réwniez prowoku-
jacych pytania: jak powstaty, dlaczego tak
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wygladaja? Takie emocje moze wywota¢ na
przyktad widok nakrapianej siersci geparda
czy dalmatynczyka albo prazkow na zebrze
lub tygrysie, a zapewne jeszcze bardziej wzo-
rzyscie ubarwionego motyla. Procesy rozwo-
jowe, w czasie ktorych powstaja nie tylko ele-
menty ubarwienia, lecz takze formuja sie po-
szczegoblne fragmenty organizmoéw czy narza-
dy, nazywamy morfogenezq. Powstawaniem
ksztattow rzadza pewne biochemiczne czyn-
niki, ktérych wieksze lub mniejsze stezenie
powoduje odpowiednie zachowanie komorek.
O ile samo badanie tych substancji chemicz-
nych - morfogenéw - i reakcji komoérek nale-
zy do biochemii i cytologii, to pytanie, w jaki
Spos6b rozchodza sie one w organizmie i dla-
czego powstaja z nich takie, a nie inne formy,
wykracza czesto poza mozliwosci biologii.
Zwykle procesy dyfuzji opisujace rozchodze-
nie sig substancji prowadzg do réwnomierne-
go rozktadu czasteczek w osrodku, ale gdyby
byto tak zawsze, dalmatynczyk miatby mato

Symulacje
rozwiazan rownan
reakcji-dyfuzji



atrakcyjng, jednolita szara barwe. Okazuje
sie jednak, ze odpowiednio skonstruowany
model matematyczny potrafi wyjasni¢ wzo-
rzysto$¢ ubarwienia. W 1952 roku Turing za-
sugerowal, ze sama tylko dyfuzja ireakcje
chemiczne miedzy kilkoma czynnikami - bez
istniejacych a priori ksztattéw, moga powodo-
wac powstawanie przestrzennie niejednorod-
nych form, takich jak wspomniane plamki na
sieréci. Zachowanie sie przestrzennych roz-
ktadéw morfogendw opisywane jest uktadem
nieliniowych réwnan czastkowych typu reak-
cjidyfuzji. Uklad ma te ciekawa wiasnosc, ze
wraz ze wzrostem wspoétczynnika dyfuzji roz-
ktad jednorodny morfogenu zostaje zastapio-
ny rozktadem niejednorodnym, a to prowadzi
do powstawania czarnych plamek na biatej
siersci dalmatynczyka.

Populacja z punktu widzenia osobnika?

Obserwujac nie pojedyncze organizmy,
ale z daleka cate ich populacje mozemy cza-
sem zauwazyc¢, ze i one tworza pewne wzor-
ki, obrazki. Mamy tu na mysli raczej organi-
zmy niewielkie, jak bakterie, mréwki czy uno-
szacy sie w wodzie plankton, a z troche wiek-
szych tawice ryb. Trudno sobie wyobrazi¢, ze
powstawanie owych wzoréw jest w jakis spo-
sob zamierzone przez poszczegdlne osob-
niki - lecz jednak wynika ono zich zacho-
wan oraz oczywiscie z wptywu $rodowiska.
Zeby poprawnie wyjasni¢ wzor, jaki tworzy
cala populacja, trzeba zaobserwowa¢ mecha-
nizmy, wedlug ktérych dziataja pojedyncze
osobniki ijak reaguja one na siebie nawza-
jem oraz na warunki zewnetrzne, a nastepnie
zbudowac¢ model uwzgledniajacy te mechani-
zmy. Takiego indywidualnego modelu opisuja-
cego doktadnie kazdego cztonka populacji nie
da sie zwykle badac bezposrednio - musi by¢
odpowiednio przeskalowany dla uzyskania
modelu makroskopowego. Okazuje sig, ze po-
zornie chaotyczne zachowanie sie poszczegol-
nych osobnikéw moze prowadzi¢ do powsta-
wania interesujacych struktur populacyjnych.
Na przyktad ryby w tawicy starajq sie¢ poru-
sza¢ w podobnym kierunku jak ich sasiedzi,
ale jednak ich ruch wyglada na nieskoordy-
nowany, obarczony sporg losowo$cia. Mimo
to ruch catej tawicy wykazuje duza regular-
nos$¢, co czesto pozwala jej przetrwac atak
drapieznikéw. Podobnie czysto stochastycz-
ny ruch komérek planktonu i proces rozmna-
zania prowadza do ciekawych struktur frak-
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talnych rozktadu przestrzennego populacji.
Zjawiska te mozna opisywac za pomocg dos¢
zaawansowanych modeli matematycznych.
W badaniach takich procesow biora tez udziat
polscy matematycy. Jedna ze szkdt biomate-
matycznych zatozyt w Katowicach wspomnia-
ny wczesniej Andrzej Lasota - do niej zalicza-
ja sie autorzy artykutu. W Warszawie dziata
silna grupa reprezentowana miedzy innymi
przez Mirostawa Lachowicza, Jacka Miekisza
i Urszule Fory$ oraz grupa bioinformatyczna
kierowana przez Jerzego Tiuryna. Réwniez
na Wydziale Automatyki Politechniki
Slaskiej badania w tym kierunku prowa-
dzi zesp6t Andrzeja Swierniaka. Europejskie
Towarzystwo Biologii Matematycznej i Teo-
retycznej przyznato Polsce organizacje swo-
jego kongresu ,European Conference for
Mathematical and Theoretical Biology”.
Konferencja odbedzie sie¢ w 2011 roku w Kra-
kowie. Modelowanie zjawisk biologicznych
pozwala nam zrozumie¢ nie tylko nature, lecz
takze urode otaczajacego nas Swiata. w

Chcesz wiedzie¢ wiecej?

Murray J.D. (2006). Wprowadzenie do biomatematyki.
Warszawa: Wydawnictwo Naukowe PWN.

Grimm V., Railsback S.F. (2005). Individual-based
Modeling and Ecology. Princeton: Princeton
University Press.

Rudnicki R., Wieczorek R. (2006). Phytoplankton
dynamics: from the behaviour of cells to a trans-
port equation. Mathematical Modelling of Natural
Phenomena, 1, 83-100.

tawica zachowuje si¢
jak jeden organizm,
mimo iz kazda ryba
samodzielnie decyduje
0 kierunku ruchu
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