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STRESZCZENIE

Logika kwantowa pojawila sie w latach 30. XX wieku w wyniku postawienia py-
tania o to, czy konceptualne zmiany zapoczatkowane w fizyce przez mechanike
kwantowa wymagaja rewizji logiki. W literaturze anglojezycznej za prekursora logiki
kwantowej uznaje sie Johna von Neumanna, natomiast w literaturze polskiej wska-
zuje sie Zygmunta Zawirskiego. Zawirski byl pierwszym badaczem, ktéry zasugero-
wal, Ze mechanika kwantowa moze kierowac sie inng logika niz logika klasyczna. Byt
pierwszym badaczem w ramach nurtu wielowarto$ciowej logiki kwantowej, jednak
jego wplyw okazal sie ostatecznie niewielki. Z kolei John von Neumann wraz z Gar-
rettem Birkhoffem zapoczgtkowali dominujacy dzi$ nurt algebraicznej logiki kwan-
towej. Okazuje sie, ze pomimo réznic zalozen i metod, laczy ich podporzadkowanie
projektu logiki kwantowej dwém wymaganiom — uwzglednieniu zasady nieoznaczo-
noéci Heisenberga i uzgodnieniu uzyskanej logiki z rachunkiem prawdopodobien-
stwa.

Slowa kluczowe: Zygmunt Zawirski, John von Neumann, logika kwantowa, lo-
gika wielowarto$ciowa, filozofia mechaniki kwantowej.

Mechanika kwantowa przybrala dojrzala posta¢ w latach 1925-1926,
wraz z publikacja jej wersji macierzowej w artykule Uber quantentheoreti-
sche Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen Heisen-
berga i wersji falowej w artykule Quantisierung als Eigenwertproblem
Schrodingera. Jak wiadomo, wkrétce okazalo sie, ze budzi ona powazne spo-
ry interpretacyjne i filozoficzne, ktére nie zostaly zakonczone az do dzis.

t Projekt badawczy finansowany w ramach programu Ministra Edukacji i Nauki pod nazwa ,,Re-
gionalna Inicjatywa Doskonato$ci” w latach 2019—202 nr projektu 028/RID/2018/19, kwota finan-
sowania 11 742 500 zk.



www.czasopisma.pan.pl P N www.journals.pan.pl
'
<

134 Elzbieta Drozdowska

Wiérod nich pojawila sie mysl, ze mechanika kwantowa ma konsekwencje tak
odmienne od naszych codziennych intuicji, ze musi by¢ niezgodna z klasycz-
na logika. Ta intuicja stoi u podstaw dziedziny badan zwanej logika kwanto-
wa.

W literaturze anglojezycznej za prekursora logiki kwantowej uznaje sie
powszechnie Johna von Neumanna (Dalla Chiara, Giuntini 2002, s. 129;
Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007, s. 205; Rédei, 20009, s. 1; tez m.in. Haj-
duk, 2011, s. 98), natomiast w literaturze polskiej wskazuje sie czesto Zyg-
munta Zawirskiego (Kiczuk, 1975, s. 75; Pykacz, 2015, s. 29; Tkaczyk, 2018,
s. 113; cho¢ tez m.in. Jammer, 1974, s. 344). Zawirski zaczal publikowaé na
temat filozoficznych trudnosci zwigzanych z mechanika kwantowa juz trzy
lata po jej sformulowaniu — w 1929 ukazal sie artykul O szansach indeter-
minizmu w Swietle nauki wspélczesnej (Zawirski, 1929), nastepnie w 1930
Teorja kwantéw a zasada przyczynowosci (Zawirski, 1930), a w 1931 Proby
stosowania logiki wielowartosciowej do wspbiczesnego przyrodoznaw-
stwa (Zawirski, 1931a) i W sprawie indeterminizmu fizyki kwantowej (Za-
wirski, 1931b), gdzie po raz pierwszy wskazal na mozliwo$¢ zastosowania
logiki tréjwarto$ciowej Lukasiewicza do interpretacji fizyki kwantowe;j.
W 1934 za$§ w pracy Stosunek logiki wielowartosciowej do rachunku praw-
dopodobienstwa (Zawirski, 1934) przedstawil inspirowany fizyka kwantowa
system logiki o dowolnie wielu wartoéciach logicznych. W przypadku von
Neumanna pierwsza sugestia, ze mozliwe byloby sformulowanie czego$ w
rodzaju rachunku logicznego na podstawie relacji wlasnosci ukladéow fizycz-
nych i odpowiadajacych im podprzestrzeni przestrzeni Hilberta, pojawila sie
w jego monografii na temat matematycznych podstaw mechaniki kwantowej
z 1932 roku (Jammer, 1974, s. 347). Idee te przybraly dojrzala postaé dopie-
ro w 1936 roku, w artykule The Logic of Quantum Mechanics napisanym
wraz z Garrettem Birkhoffem (von Neumann, Birkhoff, 1936).

Zawirski oraz von Neumann i Birkhoff prezentuja odmienne punkty wyj-
Scia, motywacje i metody badania zaproponowanych przez siebie logik
kwantowych. Mozna powiedziec, ze za ich sprawa przez pewien czas badania
nad logika kwantowa prowadzone byly dwutorowo: z jednej strony nad za-
stosowaniem logik wielowarto$ciowych do mechaniki kwantowej pracowali
Zygmunt Zawirski, Hans Reichenbach, Paulette Destouches-Février, Carl
Friedrich von von Weizsacker i Hilary Putnam (Jammer, 1974, s. 361—379),
z drugiej — prace nad ,zlogicyzowaniem” struktur algebraicznych znalezio-
nych w formalizmie przestrzeni Hilberta mechaniki kwantowej (w szczegdl-
noSci krat ortomodularnych) po von Neumannie i Birkhoffie podjeli liczni
badacze, zbyt liczni, by ich tu wymienié (Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007,
s. 217). Badania w ramach pierwszej linii wygasly w latach 70-tych XX wie-
ku, po ostatnich propozycjach von Weizsickera, ktére nie spotkaly sie
z uznaniem ani filozoféw, ani fizykow (Jammer, 1974, s. 379). Natomiast
w ramach drugiego nurtu wcigz panuje ozywienie badawcze, o czym moze
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Swiadczy¢ obszerna bibliografia opublikowana w 1992 r. przez Mladena
Pavici¢a (Pavici¢, 1992).

Wyglada wiec na to, ze cho¢ chronologicznie to Zawirski opublikowat
swoje idee jako pierwszy, jego wplyw jest nieporéwnywalnie mniejszy niz
von Neumanna. Moze to by¢ powod, dla ktérego to program badan zapo-
czatkowany przez von Neumanna jest obecnie zwany standardowaq logikq
kwantowq (Dalla Chiara, Giuntini, Rédei 2007, s. 217), a sam von Neumann
— prekursorem tej dziedziny badan (Rédei, 20009, s. 1). Nie znaczy to jednak,
ze zwolennicy pierwszego nurtu powiedzieli ostatnie stowo — w ostatnich
latach badania w tym zakresie powrdcily pod postacia wielowarto$ciowej
interpretacji mechaniki kwantowej (Pykacz, 2015) i kwantowych logik roz-
mytych (np. Dalla Chiara, Giuntini, Greechie, 2004). Dlatego oba nurty
wcigz zastugujg na uwage.

Celem niniejszego tekstu jest zestawienie tych pierwszych, bardzo
odmiennych préb sformutowania logiki kwantowej, zaréwno od strony za-
stosowanych metod logiczno-matematycznych, jak i probleméw konceptu-
alnych, ktére sklonily do podjecia tych badan. W pierwszej czesci przedsta-
wione zostang problemy, ktore sklonily Zawirskiego do zaproponowania
stosowania logiki wielowartoSciowej do mechaniki kwantowej, a takze
przedstawiony zostanie projekt wielowarto$ciowej logiki kwantowej Zawir-
skiego. W drugiej cze$ci omdwiona zostanie logika podprzestrzeni prze-
strzeni Hilberta z The Logic of Quantum Mechanics, a takze wplyw pogla-
déw von Neumanna na temat rachunku prawdopodobienstwa na ostateczny
ksztalt jego i Birkhoffa propozycji. W trzeciej czeSci znajdzie sie podsumo-
wanie i porownanie obu projektow.

1. ZYGMUNT ZAWIRSKI — LOGIKA KOMPLEMENTARNOSCI

Zygmunt Zawirski, polski logik i filozof, nalezal do szkoly Iwowsko-
warszawskiej. Wsrod jego zainteresowan badawczych znajdowaly sie pro-
blemy filozoficzne zwigzane z dwoma najstynniejszymi teoriami fizycznymi
XX wieku — ogblng teorig wzglednoSci i mechanika kwantowa. Juz w 1929
roku, zaledwie trzy lata po sformulowaniu matematycznych podstaw nowej
teorii kwantow przez Erwina Schrédingera i Wernera Heisenberga, Zawirski
rozwazal problem naruszania zasady przyczynowosSci przez mechanike
kwantowa (Zawirski, 1929, s. 181b—182a). Pewne uwagi wstepne sformuto-
wal w artykule Teorja kwantéw a zasada przyczynowosci z 1930 r., ktore
nastepnie rozwinal w W sprawie indeterminizmu fizyki kwantowej z 1931
r., gdzie tez w uwagach przy korekcie wskazal na mozliwo$¢ zastosowania
logiki trojwartoSciowej Lukasiewicza do interpretacji fizyki kwantowej. Na-
tomiast w pracy Stosunek logiki wielowartosciowej do rachunku prawdo-
podobienstwa z 1934 r. przedstawil inspirowany fizyka kwantowa system
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logiki wielowartoéciowej, ktory za Kiczukiem nazywac bedziemy systemem Z
(Kiczuk, 1975, s. 75).

1.1. Konceptualne Zrodla logiki kwantowej Zawirskiego

Jak relacjonuje Zawirski w Teorji kwantéow a zasadzie przyczynowosct,
pierwsze proby podwazenia zasady przyczynowosci na gruncie fizyki pojawi-
ly sie juz w pierwszym okresie rozwoju teorii kwantow (1900-1925) za
sprawg Einsteina (Zawirski, 1930, s. 297). Probujac wyjasni¢ zjawisko pro-
mieniowania elektronow przeskakujacych miedzy dwoma orbitami w mode-
lu atomu Nielsa Bohra, doszed} do wniosku, ze rzadzace nim prawa mozna
wyprowadzi¢ z praw statystycznych, jesli przyjmie sie zalozenie, ze istnieja
dwa zrédla promieniowania: wywolane przez wplyw otaczajacego pola (emi-
sja lub absorpcja) oraz ,promieniowanie spontaniczne bez zadnej przyczyny
zewnetrznej” (Zawirski, 1930, s. 297). W poOzZniejszym czasie zaczely sie po-
jawiaé glosy, ze by¢ moze zasada przyczynowosci nie jest niepodwazalna,
a wszystkie prawa fizyki maja charakter statystyczny (Zawirski, 1930,
s. 298). W drugim okresie rozwoju fizyki kwantowej (po 1925 roku) okazato
sie, ze prawa mechaniki kwantowej maja charakter statystyczny, a nie $cisle
przyczynowy: pozwalaja jedynie na obliczenie mozliwych wynikow pomia-
row oraz prawdopodobienstw ich wystapienia. Jednak ,ostateczny cios”, jak
nazywa to Zawirski, zadala zasadzie przyczynowosci zasada nieoznaczono$ci
Heisenberga (Zawirski, 1930, s. 298).

Zasada nieoznaczono$ci ma postaé: AxAp, = %, gdzie Ax — nieoznaczo-
no$¢ pomiaru potozenia, Ap, — nieoznaczono$¢ pomiaru pedu wzgledem osi
x, h — stala Plancka. Zgodnie z nia, im dokladniej zmierzymy polozenie
ukladu, tym mniej dokladny jest jego ped i vice versa — im dokladniej doo-
kreslony ped, tym mniej dokladne polozenie. Pary wielkosci fizycznych obje-
tych zasada nieoznaczono$ci Heisenberga nazywamy parami wielkosci
sprzezonych kanonicznie. Poza polozeniem i pedem sprzezone kanonicznie
sq roOwniez energia i czas.

Dla powstania logiki kwantowej Zawirskiego istotna okazala sie zasada
komplementarno$ci Bohra (stad tez nazwa podrozdziatu), ktoéra laczy silny
zwiazek z zasada nieoznaczonosSci Heisenberga, cho¢ sformulowane zostaly
niezaleznie od siebie (Pabjan, 2011, s. 18). Zasada ta, choé nieprecyzyjna
i wieloznaczna, stwierdza, ze istnieja pary pojet czy wielko$ci komplemen-
tarnych, czyli wzajemnie sie uzupekiajacych, ale i wykluczajacych, co ozna-
cza, ze oba sg potrzebne do uzyskania pelnego opisu rzeczywistoéci, ale nie
moga by¢ réwnocze$nie zastosowane (Pabjan, 2011, s. 14—18). Taka pare
komplementarng stanowia miedzy innymi, w ujeciu Bohra, opis przestrzen-
no-czasowy i przyczynowy, a w terminologii Zawirskiego — falowe i korpu-
skularne ujecie zjawisk fizycznych. Opis przestrzenno-czasowy to lokalizacja
obiektu w przestrzeni i czasie; z kolei opis przyczynowy to podanie regut
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rzadzacych zachowaniem ukladu — ktore oparte sa na zasadach zachowania
pedu i zachowania energii. W mechanice klasycznej oba te opisy mozna sto-
sowac jednocze$nie. W mechanice kwantowej jednak nie mozna tego zrobic
z powodu zachodzenia zwigzkdw nieoznaczono$ci pomiedzy parami wielko-
Sci fizycznych, z ktérych jedna nalezy do opisu przestrzenno-czasowego,
a druga do przyczynowego. Oznacza to, ze im doktadniej okredlimy wielko$ci
fizyczne nalezace do opisu przestrzenno-czasowego (polozenie, czas), tym
mniej dokladnie mozemy okresli¢ opis przyczynowy (ped, energia), i od-
wrotnie. Nigdy nie mozna uzyska¢ obu z dowolna dokladno$cig. Granice
dokladnosci wyznacza stala Plancka h.

Zgodnie z korpuskularnym ujeciem zjawisk, jak pisze Zawirski, $wiat
sklada sie z wielkiej liczby oddzielnych, zlokalizowanych w czasie i prze-
strzeni bytow, a wedlug ujecia falowego $wiat nalezy traktowac jako pole,
jeden byt, w ktérym korpuskuly sa tylko centrami energii w owym polu (Za-
wirski, 1930, s. 296). Obrazy te sa zupelnie odmienne i niezgodne ze soba,
i znajdowaly sie przez dlugi czas w konflikcie, ktory probowano rozwigzac
np. przez sprowadzenie jednego z nich do drugiego. Jednak zgodnie z zasada
komplementarno$ci oba te ujecia s rownie uprawnione, a sprzeczno$¢ mie-
dzy nimi, wedlug stow Bohra, jest pozorna (Zawirski, 1931b, s. 482). Jest to
dla Zawirskiego bardzo kontrowersyjne, gdyz

»,dawny przedmiot sporu miedzy pluralizmem a monizmem, na prézno przez
filozoféw dziesigtki wiekéw roztrzasany, znajduje nagle rozwiazanie we fizyce
(oczywiscie tylko w odniesieniu do $wiata fizykalnego) [...] Zdumiewa¢ tu mu-
si kazdego nie tylko sam fakt, iz antynomia, ktéra zdawala sie przekraczac
granice poznania ludzkiego, okazuje sie zdolna do naukowego rozwigzania,
ale nadto zdumiewa sam sposob jej rozwigzania. Z dwu zdan sprzecznych oba
uznane sa za prawdziwe, niezgodno$é¢ ich ma by¢ pono tylko pozorna, gdyz
zadne z nich stosowane do faktow nie da sie przemys$le¢ konsekwentnie do
konca bez odwolania sie do drugiej tezy” (Zawirski, 1930, s. 296—297).

W sprawozdaniu Préby stosowania logiki wielowartos$ciowej do wsp6t-
czesnego przyrodoznawstwa z 1931 r. oraz w artykule Les logiques nouvel-
les et le champ de leurs applications z 1932 r. Zawirski wymienia podsta-
wowe problemy wspolczesnego przyrodoznawstwa i podaje propozycje, jak
sobie z nimi poradzié. Problemy te to: 1) zasada nieoznaczonosSci Heisenber-
ga, 2) zasada komplementarno$ci Bohra, 3) poglad, ze wszystkie prawa przy-
rody, z wyjatkiem co najwyzej takich jak prawo zachowania energii, sa ,,tylko
prawdopodobne™ (Zawirski 19313a, s. 40—41). W konicowych uzupekie-
niach przy korekcie do artykutu W sprawie indeterminizmu fizyki kwanto-

2 Wyrazenie to jest dwuznaczne, poniewaz nie jest jasne, czy Zawirski ma na mysli to, ze same
prawa fizyki sa ,,tylko prawdopodobne”, czy ze maja one charakter statystyczny i daja przewidywania
stylko prawdopodobne”. Dalsze wywody zdaja sie wskazywac, ze chodzi gléwnie o drugg interpreta-

cje.
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wej Zawirski stwierdza, ze zastanawiajac sie nad teorig komplementarnos$ci
Bohra doszed} do wniosku, ze

steorya komplementarno$ci da sie zrozumie¢ tylko w terminach logiki tréj-
warto$ciowej Prof. Lukasiewicza. Zdania »dany proces jest korpuskularny«
i »dany proces jest falowy« majg jednakowa warto$¢ logiczng, nie sg jednak
zdaniami prawdziewemi ani falszywemi. Odnoéne procesy wykazujg tylko
niektore wlasnoéci proceséow falowych i niektore wlasnosei proceséw korpu-
skularnych. To za$ nie znaczy, aby dany proces skladal sie z korpuskuléw i fal
zarazem. Antynomiczny charakter twierdzen paralelizmu fizyki korpuskular-
nej i falowej znika wiec przez przypisanie odno$nym zdaniom trzeciej warto-
$ci logicznej” (Zawirski, 1931b, s. 482).

Zdania ,dany proces jest korpuskularny” i ,,dany proces jest falowy” sa ze
soba sprzeczne, poniewaz opisuja proces w zupehlie réznych, niezgodnych
ze soba kategoriach. Sg jednak argumenty za tym, aby uznac¢ je oba. Wydaje
sie, ze w tej sytuacji sg3 dwa wyjscia: albo odrzuci¢ zasade niesprzecznosci,
albo przypisa¢ obu zdaniom warto$¢ logiczna inng od prawdy i falszu. Zawir-
ski wybiera przypisanie im trzeciej wartosSci logicznej — ,,mozliwosci”.

Jak sie jednak okazuje, logika trojwarto$ciowa nie wystarczy. Omawiajac
problem 1) i 3), Zawirski stwierdza, ze zasada nieoznaczonosci i statystyczny
charakter praw fizyki sktaniaja do stosowania logiki nieskoniczeniewielowar-
toéciowej (Zawirski, 1931b, s. 42). Zawirski widzi jej miejsce wszedzie tam,
gdzie zamiast klasycznych przyczynowych praw mechaniki mamy do czynie-
nia z prawami o charakterze statystycznym, przewidujgcymi zdarzenia
o roznym stopniu prawdopodobienstwa. Sadzi jednak, ze poprawnie powin-
ni$my moéwié o zdarzeniach o ré6znym stopniu mozliwoS$ci (Zawirski, 1931b,
S. 42). Zawirski przywoluje logike nieskonczeniewielowarto$ciowa Lukasie-
wicza, w ktorej przypisuje sie roznym stopniom mozliwoséci utamki z zakresu
od 0 do 1, podobnie jak w rachunku prawdopodobienstwa przypisuje sie
stopnie prawdopodobienstwa. Uwaza, ze logika ta powstala przez analogie
z rachunkiem prawdopodobienstwa i stanowi nowy sposoéb ujecia jego pod-
staw, a logika dwuwarto$ciowa i trojwartoSciowa sg w niej zawarte jako spe-
cjalne przypadki (Zawirski, 1931b, s. 40). Co wiecej, Zawirski podkredla, ze
fizyka kwantowa zdaje sie opowiadac za obiektywng interpretacja rachunku
prawdopodobienstwa, w ktorej widzi on jej powiazanie z logika wielowarto-
Sciowg (Zawirski, 1934b, s. 397). Z tego wzgledu mozna ja zastosowaé
w przyrodoznawstwie. Nalezy wpierw jednak Sci$lej powiazaé logike nie-
skonczeniewielowarto$ciowg z rachunkiem prawdopodobienistwa. Zawirski
zrobil to w 1934 r., w pracy Stosunek logiki wielowartosciowej do rachunku
prawdopodobienstwa.
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1.2. Formalny system logiki kwantowej Zawirskiego

Szczegolowy opis i dyskusja zaproponowanego przez Zawirskiego syste-
mu logiki wielowarto$ciowej znajduje sie w pracach Zygmunta Zawirskiego
koncepcja logiki mechaniki kwantowej Kiczuka (Kiczuk, 1975) i Proba re-
konstrukcji systemu Z 1 jego podstaw filozoficznych Pawla Garbacza (Gar-
bacz, 1997). Garbacz proponuje formalizacje systemu, dzieki ktorej opisowy
wywod Zawirskiego staje sie bardziej konkretny i czytelny, dlatego tez przy-
jete tu zostanie jego ujecie (Garbacz, 1997, s. 101—108). Garbacz przyjmuje
nazwe ,system Z”, zaproponowana przez Kiczuka, i ta tez bedziemy sie po-
shlugiwaé. Przedstawienie systemu zostanie skrojone pod ilustracje gtownej
idei Zawirskiego — mianowicie powigzania logiki wielowartoSciowej z ra-
chunkiem prawdopodobienstwa na potrzeby fizyki kwantowe;j.

Zawirski uwaza, ze warunkiem powiazania logiki wielowarto$ciowej z ra-
chunkiem prawdopodobienistwa jest przyjecie interpretacji Emila Posta zdan
logik n-warto$ciowych jako zbioréw uporzadkowanych (n-1) zdan klasycznej
logiki dwuwartoSciowej. W interpretacji tej, jesli wszystkie zdania nalezace
do zbioru sg falszywe, to odpowiadajace mu zdanie logiki wielowarto$ciowe;j
jest falszywe; jesli jedno zdanie w zbiorze jest prawdziwe, a pozostale sa fal-
szywe, to odpowiadajace mu zdanie logiki wielowartoSciowej ma warto$é
logiczna 1/(n-1); jesli dwa zdania nalezace do zbioru sg prawdziwe, a pozo-
stale sa falszywe, to odpowiadajace mu zdanie logiki wielowarto$ciowej ma
warto$¢ logiczna 2/(n-1); itd. Pozwala to na potraktowanie warto$ci logicz-
nych jako miary. Zawirski podkres§la analogie do rachunku prawdopodo-
bienstwa, gdzie prawdopodobienstwo zdarzenia A mozna najprosciej okre-
sli¢ jako stosunek liczby zdarzen sprzyjajacych A do liczby wszystkich zda-
rzen (przy zalozeniu wykluczania sie zdarzen).

Zal6zmy, ze rozwazamy W+1-wartoSciowy system Z, gdzie W jest ustalo-
na liczba naturalng. Wartos$ci logiczne sa elementami zbioru LZw, gdzie:

LZ —[x-x—m 0<:m==:w} meEN
W . _W: —_ —_ r

Na jezyk systemu Z skladajg sie nastepujace znaki pierwotne:

a) zmienne zdaniowe p, g, 1,...,

b) stale logiczne: dwuargumentowa alternatywa Vv, oraz jednoargumen-
towa negacja cykliczna Posta — 3,

¢) nawiasy.

Wprowadzamy oznaczenie iteracji negacji cykliczne;j:
NC) -"p=-¢
NC2) _m+1 p=- _m ®

3 Wyrazenia utworzone przy pomocy negacji cyklicznej Posta w logice wielowarto$ciowej (dla
przykladu logiki siedmiowartoéciowej) przyjmuja nastepujace wartoSci: —(ti=1) = (t==5/6);
~(t2=5/6) = (t3=4/6), ..., -(t,=0) = (t:=1).
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W systemie Z obowigzuja nastepujace reguty skladania znakow:

R1) Jesli wyrazenie ¢ jest zmienng zdaniowa, to wyrazenie ¢ jest po-
prawnie zbudowanym wyrazeniem systemu Z.

R2) Jesli wyrazenie ¢ jest poprawnie zbudowanym wyrazeniem systemu
Z, to wyrazenie — @ jest poprawnie zbudowanym wyrazeniem systemu Z.

R3) Jesli wyrazenia ¢, p s3 poprawnie zbudowanymi wyrazeniami sys-
temu Z, to wyrazenie ¢ Vo, p jest poprawnie zbudowanym wyrazeniem sys-
temu Z.

Matryca adekwatng systemu Z jest matryca Mw:
w
My, = (LZ wi Vo (x, ), —(x), {W})’
gdzie x,y € LZy,.
Jej funkcje sa okreSlone nastepujgco:

Vo (x,v) = max(x, y)
(m—1)

(=) w
(W) %,jes’.lim =0

,jeslim = 0

Za pomoca tych funkcji mozna zdefiniowaé funkcje verum i T Posta:
ver(x) =,
m x,jeslim = W
T*'(W =12 estim = wi
v W

. U i
gdzie-=x <

nart

Funkcjom tym odpowiadajg funktory prawdziwo$ciowe VER i Ty:
VER(p) =pVo—p Vo —2pVe.. Vo —""IpVo —"p

m

T.(p) = =" {=" [-ver(p) Vo p] Vo ="'}, gdzie x = T

Funkcja verum przyjmuje zawsze warto$¢ wyrdézniong. Funkcja t nato-
miast przyjmuje warto$¢ o dla wszystkich argumentéw z wyjatkiem wartoéci
wyro6znionej, dla ktorej przyjmuje wybrana warto$¢ logiczng ;. Analogicznie
jest z funktorami VER i Tx. Przy pomocy funktora Tx mozna zdefiniowaé
dowolny funktor w systemie Z, na przyktad negacje kardynalng. Dowolny
funktor jednoargumentowy F o tabeli prawdziwos$ciowej w logice W+1-
wartoSciowej:

p WW |[(W-1))W |... 1/W \O/W

F(p) xa X2 o IXw ‘XW+1
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mozna zdefiniowaé przy pomocy wzoru Posta:
F(p) =T, (p) Vo To, (="PIVo T, (=7 10) V.. Vo Ty (2D Vo T, ().
Definicja negacji kardynalnej wyglada nastepujaco:
—p = To (p) Vo T (="D) Vo Tz (=" 1p) Vq...Vg Tw-1 (—2p) Vo Tw (—p).
W W W W W

Odpowiadajaca jej funkcja ma postaé: =p = 1 —p.

Przy pomocy negacji kardynalnej zas mozna zdefiniowaé¢ odpowiadajaca
alternatywie v, koniunkcje Ao:

P Mg q = =(=p Vo —g),
ktérej odpowiada funkcja:
Mg (x,¥) = min(x, v).
Przy ich pomocy mozna rowniez wprowadzi¢ definicje implikacji —:

p—=qg=-pVvVg
oraz funkcje:

=]

1, jeslix =y }
1—x+y,jeslix =y

Celem Zawirskiego jest uzyskanie podobienstwa formalnego miedzy sys-
temem Z a rachunkiem prawdopodobienstwa. Polegaé ma ono na tym, ze
kazdemu twierdzeniu rachunku prawdopodobienstwa o prawdopodobien-
stwie zdarzenia A, bedgcego suma (iloczynem) zdarzen, odpowiada zdanie P,
ktore jest alternatywa (koniunkcja) zdan logiki wielowartosciowej Z. Liczba
bedaca miara prawdopodobienstwa zdarzenia A jest rowna wartoéci logicz-
nej zdania P (Garbacz, 1997, s. 113). By uzyskaé to podobienstwo, Zawirski
wprowadza dodatkowe funktory.

Funkcja Vo (x,y) = max(x,y) odpowiada funktorowi alternatywy zdefi-
niowanej jako pVyq = ((P —=q)— q). Zawirski zwraca uwage, ze funktor
alternatywy mozna zdefiniowaé¢ réwniez jako pVyq = —-p — q, gdzie V =
W/2, gdy Wjest liczba parzysta, i V = (W-1)/2, gdy W jest liczba nie}?arzysgg.
Funktorowi temu odpowiada funkcja vy, (x,y) =x @y, gdzie x = .,y =,
a operacja X €B ¥ jest zdefiniowana jako:

() edlin +m < W
xPy={ W .

WL L.
E,jeslm+m> W

Analogicznie zdefiniujemy operacje x G y:

m-m) . .,.
Byl W .jeslin >m

0 . ..
—,jeslin =m
W
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Pierwsza z tych alternatyw Zawirski nazywa alternatywa minimalna,
a druga — alternatywa maksymalng. W logice dwuwarto$ciowej definicje te
sa rownowazne. Roznica miedzy nimi ujawnia sie w logice trojwartos$ciowej,
w sytuacji gdy p = 1/2 i ¢ = 1/2: alternatywa minimalna p V, ¢ ma wtedy
warto$¢ 1/2, a alternatywa maksymalna p Vy- ¢ ma warto$¢ 1. W logice tréj-
warto$ciowej Zawirski preferuje te drugg definicje, jako zgodna z sumowa-
niem prawdopodobienstw zdarzen wykluczajacych sie w rachunku prawdo-
podobienistwa (Zawirski, 1934a, s. 18). Na gruncie logiki o dowolnej liczbie
wartoéci logicznych, a w omawianym przypadku — siedmiowarto$ciowej —
korzysta z obu. Zgodnie z nimi, gdy p = 3/6 i g = 3/6, alternatywa p Vy ¢ ma
warto$¢ 3/6, a p Vi ¢ ma warto$¢ 1. Zawirski zauwaza, ze aby uzyskac pelne
podobienistwo logiki wielowarto$ciowej do rachunku prawdopodobienstwa,
trzeba uwzgledni¢ jeszcze dwa mozliwe wyniki, ktdore moga sie pojawié
w przypadku sumowania zdarzen czeSciowo krzyzujgcych sie: alternatywy,
ktére przy p = 3/6 i ¢ = 3/6 wynosza 4/6 i 5/6. Zawirski zauwaza lacznie
dziesie¢ takich brakujacych wynikow w logice siedmiowarto$ciowej (Zawir-
ski, 1934a, s. 42; por. tez s. 34):

2/6 + 2/6 = 3/6
2/6 + 3/6 = 4/6
2/6 + 4/6 = 5/6
3/6 + 2/6 = 4/6
3/6 + 4/6 = 5/6
4/6 + 2/6 = 5/6
4/6 + 3/6 = 5/6
4/6 + 4/6 = 5/6

3/6 + 3/6 = 5/6
3/6 + 3/6 = 4/6

Przypadki te r6znia sie dla danych par argumentéw od alternatywy mak-
symalnej i minimalnej o 1/6 lub 2/6. Zawirski postuluje, ze mozna je uzy-
skaé¢ przez zdefiniowanie nowych, dodatkowych funktoréw alternatywy.
Funktory te dla oémiu pierwszych wierszy mozna okresli¢ jako przyjmujace
warto$¢ o 1/6 mniejsza od alternatywy maksymalnej lub o 1/6 wieksza od
alternatywy minimalnej. Te same warto$ci mozna wiec wyrazi¢ jako dwa
rézne funktory, ktére oznaczymy jako Vmax-1 1 Vminti. Dziewiagty wiersz jest
0 2/6 wiekszy od alternatywy minimalnej i o 1/6 mniejszy od alternatywy
maksymalnej. Mozna go wiec wyrazi¢ przez funktory, ktére oznaczymy jako
Vmax-1 1 Vmin+2. DzZiesigty wiersz jest o 2/6 mniejszy od alternatywy maksy-
malnej i 0 1/6 wiekszy od alternatywy minimalnej dla danych wartos$ci ar-
gumentow. Odpowiednie funktory dla argumentéw o tych wartoSciach lo-
gicznych oznaczymy jako Vmax-2 1 Vmin+1.
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Ogoélem mamy w systemach Z nastepujace funktory alternatywy (Gar-
bacz, 1997, s. 106): Vo, Vmax-1, Vmin+1, Vmax-2, Vmin+2, +..y Vmax-(v-1), Vmin+(v-1), Vv.
Odpowiadajace im funkcje mozna zdefiniowa¢ nastepujaco:

m+1
x D v, jesli(x @ y) — max(x,y) < v
m+ 1

Vinax—m (x! }j) = m
xByv)S W,jeéfi(x & v) —max(x,y) = ——

w
: oage m+1
) max(x,y), jesli(x & v) —max(x,y) < -
Vini x,y) = 4
e max(x,y) @ =, jesli (x © y) — max(x, y) = ":_1

gdziel=zm=V.

Widzimy wiec, ze dodatkowe funktory alternatywy pojawiajg sie wtedy,
gdy roznica pomiedzy warto$ciami logicznymi wyrazen utworzonych przy
pomocy alternatyw V, i Vv staje sie wieksza niz 1/ W.

Zawirski pokazuje, ze funktory te mozna zdefiniowa¢ na dwa sposoby:
przy pomocy ogolnego wzoru Posta i przy pomocy skroconej metody Zawir-
skiego. Przyjmijmy nastepujace oznaczenie dla sumowania logicznego:

1P =PV P Vo Vo@m_ 1 Vo P

Ogo6lny wzér Posta dla funktoréw dwuargumentowych p*q wyglada na-
stepujaco:

p*q=Xm_oXmeoT; (=™ 1p) A T;(—"q),

4 Zaproponowane przez Garbacza funkcje zdefiniowane sa nastepujaco:

(er) @y jeslily @ y) —max(le,y) = m+1
Vimax—m L6 ) = max (x, y) @%.jaéh’(x @yl —max(x,y) zm+ 1)
max (x, v, jesli(e @ y) —max(e.y) = m+ 1

Viinam (. y) = max (e, v) @ :‘_u Jeslily @ y) —max(e, v} 2m + 1)

Wymagaja jednak korekty. W obecnej postaci po prawej stronie nieréwnosci znajduje sie m+1.
Liczba m jest liczba naturalna, przedstawia liczbe ,jednostek” wartoéci logicznej, o ktéra kory-
gowana jest funkcja, stad prawa strona nieréwnosci jest zawsze wigksza lub réwna 1. Natomiast po
lewej stronie nier6éwno$ci znajduje sie rbéznica pomiedzy wartoéciami alternatywy maksymalnej
i minimalnej, co zawsze jest mniejsze od 1. Stad przy obecnym sformulowaniu zawsze speliona jest
pierwsza nier6wno$é z pary.

Ponadto w definicji Vmax-m zamiast odjecia od alternatywy maksymalnej m jednostek mamy doda-
nie m jednostek do alternatywy minimalnej, co nie zawsze daje prawidlowy wynik. Wezmy dziewiaty
wiersz sposrdd dziesieciu wymienionych nieuwzglednionych przypadkéw sumowania w logice sied-
miowarto$ciowej: 3/6+3/6 = 5/6. Powinni$my zastosowaé tutaj funkcje Vmax:. Jesli podstawimy
w tym wzorze m=1, x=3/6, y=3/6, to max (x, y) & %wyniesie 4/6, anie 5/6.
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gd21e j to, warto$¢, jaka przyjmuje wyrazenie p*q dla okre§lonego
= ; q = . Dodatkowe funktory alternatywy mozna przy jego pomocy

Tar’

zdefiniowaé nastepujaco (Garbacz, 1997, s. 107—108):

— T 'r1" 1 1 fof — m n
P Vimax—i 4 = Lm=0 UT ( e P) Mg _(_n+ q)!gdzwf =Vinax—i (E’E)’

PVoinss 0 = Zoo BILo T, (=) Ao Ty (=" q), gdzie] =Vypins: (=, 2).

Widzimy, ze aby obliczy¢ warto$¢ logiczng wyrazenia p*q przy ustalonej
wartoéci p i ¢ musimy zsumowac logicznie (W+1)? iloczynéw logicznych
dwoch funktoréw Tj. Dla logiki siedmiowarto$ciowej daje to sume 49 iloczy-
now. Dlatego tez Zawirski stwierdza, ze ,,wzor ten nie posiada zadnej warto-
Sci praktycznej” (Zawirski, 1934a, s. 55) i proponuje wlasny skrocony sposéb
definiowania alternatyw (Zawirski, 1934a, s. 63), ktory jednak, jak wykazuje
Garbacz (Garbacz, 1997, s. 107), okazuje sie niestety bledny. Niemniej uzy-
skany wynik pozwala Zawirskiemu stwierdzi¢, ze dzieki zastosowaniu funk-
¢ji T udalo mu sie nada¢ funkcjom matematycznym z rachunku prawdopo-
dobienstwa charakter funkcji prawdziwosciowych (Zawirski, 1934a, s. 65).
Wartosci logiczne wyrazen odpowiadajacych wszystkim mozliwym do uzy-
skania sumom i iloczynom prawdopodobienstw mozna uzyskaé poprzez
zastosowanie jedynie funktoréw prawdziwo$ciowych — udalo sie wiec za-
chowaé¢ postulowany przez Zawirskiego paralelizm miedzy formalizmami
logiki wielowartoSciowej i rachunku prawdopodobienstwa.

Mimo ze projekt Zawirskiego osiagnal sukces, to nie jest on jednak po-
zbawiony trudnos$ci: przede wszystkim jest on ,wysoce skomplikowany
i malo uzyteczny” (Garbacz, 1997, s. 117). Systemy z rodziny systemow Z sa
wieloalternatywne i wielokoniunkcyjne — nie tylko w kazdym W+1-
wartoSciowym systemie trzeba zdefiniowa¢ wiele funktoréw alternatywy
i koniunkcji, ale tez stale logiczne w systemach o réznych wartoSciach lo-
gicznych nie s identyczne — z tego powodu Garbacz méwi o rodzinie syste-
mow, a nie systemie Z (Garbacz, 1997, s. 103). Co wiecej, obliczenie warto$ci
logicznej wyrazenia p*q przy ustalonej wartoSci p i ¢ wymaga zsumowania
logicznie (W+1)? iloczynow logicznych dwoch funktorow T;. Dla logiki sied-
miowarto$ciowej daje to sume 49 iloczynéw, by uzyskaé jeden element ma-
trycy funktora *. TrudnoScia w zastosowaniu systemu Z moze byc¢ tez to, ze
mimo iz znane sg wartosci logiczne zdan skladowych, nie mozna obliczy¢
warto$ci logicznej zdania zlozonego przy pomocy koniunkcji lub alternaty-
wy, dopoki nie ustali sie, ktory funktor nalezy wybraé¢. Tym za$, co decyduje
o tym, ktory funktor w danej sytuacji wybrac¢, jest wedtug Zawirskiego me-
tryczna interpretacja logiki wielowarto$ciowej. Zawirski stwierdza, ze
»Z chwila, gdy kazdemu zdaniu logiki wielowarto$ciowej przyporzadkujemy
klasy zdan logiki dwuwarto$ciowej, stosunki miedzy tymi klasami beda de-
cydowaly o wyborze funkcji logicznej. Zatem o wyborze funktora decyduje
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postawa empiryczna” (Zawirski, 1934a, s. 65). Jesli wiec po zastosowaniu
interpretacji metrycznej, np. zebraniu serii siedmiu zdan raportujacych wy-
niki eksperymentu, okaze sie, ze warto$¢ logiczna zdania p V,. ¢ wynosi 4/6,
podczas gdy warto$¢ logiczna p = 3/6, a ¢ = 3/6, to bedziemy wiedzieli, ze vy
to w istocie Vmin+1. Ponadto liczba zebranych zdan bedzie decydowala o licz-
bie warto$ci logicznych w uzywanym systemie Z. Wszystko to sprawia, ze
systemy Zawirskiego nie zyskaly na popularnosci.

2. JOHN VON NEUMANN - LOGIKA PRZESTRZENI FAZOWEJ

Pierwsze sugestie dotyczgce mozliwo$ci stworzenia czego$ na ksztalt ra-
chunku zdan mechaniki kwantowej pojawily sie juz w ksiazce von Neuman-
na Mathematical Foundations of Quantum Mechanics z 1932 r., gdzie oka-
zuje sie, ze ,relacja miedzy wlasno$ciami ukladu fizycznego z jednej strony,
a projekcjami z drugiej, umozliwia utworzenie przy ich pomocy pewnego
rodzaju rachunku logicznego™ (von Neumann, 1955, s. 253). Dopiero jednak
w artykule The Logic of Quantum Mechanics, ktory von Neumann napisatl
wspolnie z Garrettem Birkhoffem w 1936 r., te pierwsze intuicje zostaly uwy-
raznione i dopracowane. Byla to pierwsza i ostatnia publikacja Birkhoffa
i von Neumanna na temat logiki kwantowej, mimo ze von Neumann nie
uwazal opublikowanych ustalen za ostateczne. Po 1936 wciaz sie z nig zma-
gal. W 1945 r. obiecal wystapi¢ podczas Czternastych Wykladéow Josepha
Henry’ego z wykladem pt. Logic of Quantum Mechanics, jednak nigdy nie
udalo mu sie rozwiazaé stojacych przed nim probleméw i ostatecznie go nie
wygtosit (Rédei, 2009, s. 17—18). Tak wiec to The Logic of Quantum Mecha-
nics z 1936 r. dala poczatek rozwojowi logiki kwantowej jako nowej dziedzi-
ny na pograniczu matematyki, fizyki i filozofii.

2.1. Sad eksperymentalny i jego matematyczna reprezentacja

Gléwnym powodem, dla ktérego zdaniem Birkhoffa i von Neumanna me-
chanika kwantowa wydaje sie wprowadzaé nowe logiczne pojecia do opisu
ukladow fizycznych, jest to, ze w przeciwienstwie do mechaniki klasycznej,
w mechanice kwantowej pelny matematyczny opis ukladu S nie pozwala na
przewidzenie wyniku eksperymentu przeprowadzonego na S (Birkhoff, von
Neumann, 1975, s. 1). Odpowiada za to zasada nieoznaczonos$ci. Co wiecej,
okazuje sie, ze wiekszo$¢ par obserwacji jest niekompatybilna i nie moze by¢
przeprowadzona réwnocze$nie. Stad tez Birkhoff i von Neumann sadza, ze
mechanika kwantowa nie podlega regutom logiki klasycznej, a regulom no-
wej, postulowanej przez nich logiki kwantowe;.

5 ,the relation between the properties of a physical system on the one hand, and the projections
on the other, makes possible a sort of logical calculus with these”, przel. E. D.
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Autorzy rozpoczynaja od okreslenia, co rozumieja przez sad eksperymen-
talny. W tym celu wychodza od pojecia obserwacji uktadu S, stwierdzajac, ze
polega ona na zapisaniu odczytdw A,, ..., Ax pomiardéw au, ..., an n réznych
kompatybilnych ze soba wielko$ci fizycznych. Pomiary a, ..., an determinuja
punkt (A, ..., An), ktory lezy w podzbiorze (A,, ..., An)-przestrzeni powigzanej z
ukladem S. (A, ..., An)-przestrzen mozna nazwac ,przestrzenig obserwacyj-
na” ukladu S, a jej podzbiory ,sadami eksperymentalnymi” dotyczacymi S
(von Neumann, Birkhoff, 1975, s. 2). Wydaje sie jednak, ze ,sadami ekspe-
rymentalnymi” nazywane sg réwniez zdania wyrazajace wyniki pomiarow
wielko$ci fizycznych zawarte w okre$lonych podzbiorach przestrzeni obser-
wacyjnej. Przykladowo jesli pomiar a; bada polozenie ukladu wzgledem osi
x, M-przestrzen zawiera mozliwe wyniki tego pomiaru (mozliwe wartoSci,
jakie moze przyja¢ zmienna), a podzbidr s A,-przestrzeni zawiera przedzial
0 < x < 5, to sadem eksperymentalnym jest nazywany zaré6wno podzbior s,
jak i powigzane z nim zdanie o postaci typu ,Wynik pomiaru wielkoSci x
zawiera sie w przedziale o < x < 5 (z prawdopodobiefistwem réwnym 1)”.

Nastepnie Birkhoff i von Neumann okreslaja, czym jest przestrzen fazowa
3: jest to przestrzen wszystkich mozliwych standéw, w jakich moze znajdowaé
sie uklad S. Oznacza to, ze kazdy punkt w przestrzeni ¥ odpowiada jakiemus$
(wyrazonemu liczbowo) stanowi. Punkt ten mozna w kazdej chwili okreslié
przez wykonanie maksymalnych obserwacji na ukladzie — czyli poprzez wy-
konanie pomiaréw wartoSci wszystkich (kompatybilnych) wielkoéci fizycz-
nych opisujacych uklad. Okreélony punkt po w chwili t, wraz z wlasciwym
prawem propagacji pozwalaja na obliczenie dowolnego punktu p: w chwili t.
Birkhoff i von Neumann podkre$laja, ze przestrzen fazowa to pojecie wspo6l-
ne dla mechaniki klasycznej, klasycznej elektrodynamiki, jak i mechaniki
kwantowej. W mechanice klasycznej kazdy punkt przestrzeni fazowej X jest
okreélony przez n sktadowych polozenia uktadu i n sktadowych pedu, a role
prawa propagacji moze pekhi¢ np. prawo powszechnego ciazenia Newtona.
W mechanice kwantowej punkty w przestrzeni fazowej T odpowiadaja funk-
cjom falowym, ¥ jest wiec przestrzenia funkcyjna (przestrzenia Hilberta),
a prawem propagacji jest rownanie Schrodingera.

Powstaje pytanie o to, w jakiej relacji do siebie pozostaja przestrzenie
obserwacyjna i fazowa. Na gruncie mechaniki klasycznej mozna zauwazy¢
miedzy nimi analogie, ktéra pozwala na utozsamienie ze sobg sadéw ekspe-
rymentalnych w przestrzeni obserwacyjnej z podzbiorami przestrzeni fazo-
wej. Poza mechanika klasyczng analogia ta sie jednak zalamuje (von Neu-
mann, Birkhoff, 1975, s. 3). Zbioér sadow eksperymentalnych w mechanice
klasycznej odpowiada cialu podzbioréw przestrzeni fazowej. Podzbiory te
uporzadkowane sg relacjg inkluzji € i zdefiniowane s3 na nich dzialania teo-
riomnogo$ciowej sumy zbioréw U, iloczynu N i dopelnienia ', co stanowi

6 Jak podkresla Rédei, Birkhoff i von Neumann nie uwzgledniaja przypadku zdan, ktérych praw-
dopodobienistwo jest rozne od 0 i 1 (Rédei, 1998, s. 74).
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algebre Boole’a (von Neumann, Birkhoff 1975, s. 4). Mozna wiec powiedzie¢,
ze algebraiczna struktura mechaniki klasycznej odpowiada logice klasycznej
(Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007, s. 207). W mechanice kwantowej jest
jednak inaczej, poniewaz przestrzen fazowa ukladow kwantowych jest prze-
strzenig Hilberta.

Przestrzen Hilberta jest przestrzenia liniowa ze zdefiniowanym iloczynem
skalarnym, ktora jest unormowana i zupelna. Przestrzen Hilberta oznacza-
my jako H, a jej wektory jako ;. Wektory reprezentuja stany, w ktorych
znajduja sie uklady kwantowe, zwane stanami czystymi. Na wektory stanu
dzialaja liniowe hermitowskie operatory O reprezentujace okreslone wielko-
$ci fizyczne ukladu (obserwable).

Rownanie o postaci:

Oy =Ly,

gdzie O jest operatorem, yp — wektorem, a A liczba zespolona, nazywane jest
rOwnaniem wlasnym operatora O. Operatory hermitowskie w przestrzeni
Hilberta majg rzeczywiste warto$ci wtasne, a wektory wlasne odpowiadajgce
réoznym warto$ciom wlasnym sa wzgledem siebie ortogonalne (czyli ich ilo-
czyn skalarny wynosi 0). Operatory hermitowskie reprezentuja wielkoSci
fizyczne ukladu. WartoSci wlasne operatoréw odpowiadaja mozliwym do
uzyskania w pomiarze wartoSciom wielkoéci fizycznych.

By wprowadzi¢ pojecie matematycznej reprezentacji sadéow eksperymen-
talnych, przyjmijmy, ze a, ..., an to pomiary kompatybilnych wielkosci fi-
zycznych charakteryzujacych uklad (a zarazem operatory w przestrzeni fa-
zZowej), wyznaczajacych przestrzen obserwacyjna; A, ..., An to wartosci uzy-
skane w pomiarach (a zarazem warto$ci wlasne operatoréw); a funkcje wta-
sne fi operatorow stanowia baze przestrzeni fazowej X (i wyznaczaja zbior
wzajemnie ortogonalnych domknietych podprzestrzeni tej przestrzeni),
dzieki czemu kazdy punkt przestrzeni fazowej mozna przedstawi¢ jako kom-
binacje liniowa tychze funkcji wlasnych. Birkhoff i von Neumann wprowa-
dzaja nastepujaca definicje:

,,Przez »matematyczng reprezentacje« podzbioru s dowolnej przestrzeni ob-
serwacyjnej (okreSlonej przez kompatybilne obserwacje ay, ..., an) kwanto-
womechanicznego ukladu S bedziemy rozumieli zbiér wszystkich punktow f
przestrzeni fazowej ukladu S, ktore sg liniowymi kombinacjami funkcji wla-
snych fi spehniajacymi warunki au fi = A f, ..., G fi = Anfi, gdzie Ay, ..., Ao € 877
(von Neumann, Birkhoff, 1975, s. 5).

Roéwnania ay fx = A fx, ..., O fk = Ao fi to rOwnania wlasne operatoréw ay.

7 ,,By the »mathematical representative« of a subset s of any observation-space (determined by
compatible observations a, ..., aa) for a quantum-mechanical system S, will be meant the set of all
points f of the phase-space of S, which are linearly determined by proper functions f satisfying au fk
= A fky oorr Qnfk = A fi, Wwhere $A,, ..., An € 8”7 (przel. E. D.).
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Birkhoff i von Neumann wnioskuja stad, ze:

1) matematyczna reprezentacja sadu eksperymentalnego jest domknieta
liniowa podprzestrzen przestrzeni Hilberta,

2) ze wzgledu na to, ze operatory sa hermitowskie, matematyczng repre-
zentacja negacji sadu eksperymentalnego jest ortogonalne dopelnie-
nie matematycznej reprezentacji sadu,

3) nastepujace trzy warunki dotyczace dwoch sadéow x, y sa rownowaz-
ne:

a) matematyczna reprezentacja sadu x jest podzbiorem matema-
tycznej reprezentacji sadu y,

b) x implikuje y (tzn. zawsze, gdy mozna z pewnoscia przewidziec x,
mozna tez z pewnoscia przewidzie¢ y),

¢) dla zespolu statystycznego: prawdopodobienstwo x jest nie wiek-
sze niz prawdopodobienstwo y (von Neumann, Birkhoff, 1975,

S. 5).

Birkhoff i von Neumann wprowadzajq rowniez:

4) jako reprezentacje koniunkcji dwoch sadow x i y teoriomnogosciowy
iloczyn podprzestrzeni reprezentujacych xiy,

5) jako reprezentacje alternatywy dwoch sadéw x i y — supremum pod-
przestrzeni reprezentujacych x i y, czyli najmniejsza domknietg pod-
przestrzen, ktéra zawiera obie te podprzestrzenie (von Neumann,
Birkhoff, 1975, s. 6).

Sad eksperymentalny reprezentowany jest przez domknieta liniowa pod-
przestrzen przestrzeni Hilberta, a nie podzbidr, a alternatywa nie przez teo-
riomnogos$ciowa sume podprzestrzeni, lecz supremum, z powodu wlasno$ci
przestrzeni liniowych oraz zasady superpozycji (Dalla Chiara, Giuntini,
Rédei, 2007, s. 208).

Majac zdefiniowane sady eksperymentalne w mechanice kwantowej, trzy
dzialania na nich oraz relacje implikacji, Birkhoff i von Neumann uzyskuja
algebraiczny rachunek sadoéw dotyczacych uktadu kwantowego S.

2.2, Algebraiczna analiza matematycznej reprezentacji
sadu eksperymentalnego

Birkhoff i von Neumann przechodza nastepnie do algebraicznej analizy
uzyskanej w ten sposdb struktury, co pozwala na znalezienie podobienstw i
réznic miedzy nig a algebra Boole’a. Algebra Boole’a nie tylko reprezentuje
wlasnosci klasycznego rachunku zdan, lecz rowniez, jak wspomniano, prze-
strzeni fazowej klasycznej dynamiki oraz struktury zdarzen klasycznego ra-
chunku prawdopodobienstwa. Pytanie wyj$ciowe logiki kwantowej wedlug
pomystu Birkhoffa i von Neumanna brzmi wiec: czy podobne analogie moz-
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na znalez¢ dla pewnej nieboole’owskiej algebry, ktéra wylania sie z formali-
zmu mechaniki kwantowej? Inaczej mowiac: czy mozna ,zlogicyzowaé” nie-
boole’owska krate? (Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007, s. 206).

Birkhoff i von Neumann rozpoczynaja analize od implikacji. Przypomina-
ja, ze ,,w dowolnej teorii fizycznej, w ktorej wystepuje przestrzen fazowa,
sady eksperymentalne dotyczace ukladu S odpowiadaja rodzinie podzbioréw
jego przestrzeni fazowej £ w taki sposob, ze »x implikuje y« (gdzie x i y to
dowolne dwa sady eksperymentalne) oznacza, ze podzbiér zbioru ¥ odpo-
wiadajacy sadowi x jest podzbiorem podzbioru odpowiadajacego sadowi y®
(von Neumann, Birkhoff, 1975, s. 6).

Birkhoff i von Neumann stwierdzaja, ze implikacja materialna spelnia
nastepujace warunkio:

S1) x implikuje x,

S2) jesli x implikuje y oraz y implikuje z, to x implikuje z,

S3) jesli x implikuje y oraz y implikuje x, to x i y sa logicznie rowno-
wazne.

Teoriomnogos$ciowa relacja inkluzji spelnia analogiczne warunki: jest
zwrotna (S1), przechodnia (S2), a takze antysymetryczna (S3). Relacja taka
zwana jest czeSciowym porzadkiem.

Birkhoff i von Neumann postuluja, ze wlasnosci fizyczne ukladu tworza
zbior czesciowo uporzadkowany, gdzie relacja porzadkujacg jest relacja in-
kluzji (odpowiadajaca implikacji). Z algebry wiadomo, ze w zbiorach cze-
Sciowo uporzadkowanych, gdzie A to zbidér czeSciowo uporzadkowany relacjg
porzadkujaca < (ktéra oprocz inkluzji moze byé tez dowolna inna relacja
spelniajaca warunki S1-S3) i B € A, mozna zdefiniowac:

Definicja 1. Element a € A taki, ze dla kazdego b € B zachodzi b € a, na-
zywany jest ograniczeniem gérnym B.

Definicja 2. Element c € A taki, zZe c jest ograniczeniem gérnym B oraz ¢
¢ a dla dowolnego a € A bedacego ograniczeniem gérnym B (czyli najmniej-
sze z ograniczen gornych B), nazywany jest kresem gérnym B (supremum).

Definicja 3. Element a € A taki, ze dla kazdego b € B zachodzi a € b, na-
zywany jest ograniczeniem dolnym B.

Definicja 4. Element ¢ € A taki, ze c jest ograniczeniem dolnym B oraz a
¢ c dla dowolnego a € A bedacego ograniczeniem dolnym zbioru B (czyli
najwieksze z ograniczen dolnych B), nazywany jest kresem dolnym B (infi-
mum).

8 ...in any physical theory involving a phase-space, the experimental propositions concerning a
system S correspond to a family of subsets of its phase-space %, in such a way that ,,x implies y” (x
and y being any two experimental propositions) means that the subset of X corresponding to x is
contained set-theoretically in the subset corresponding to y", thum.E. D.

9 Oznaczenia S1—S4, D1-D2, L1-L6 i L71-L73 pochodza z The Logic of Quantum Mechanics.
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Definicja 5. Element a € A nazywany jest elementem najmniejszym zbio-
ru A, jesli dla kazdego b € A, a < b.

Istnieje co najwyzej jeden element najmniejszy w dowolnym zbiorze,
oznaczany przez 0. (W przypadku przestrzeni fazowej X element ten odpo-
wiada zawsze falszywemu sadowi eksperymentalnemu ,,uklad nie istnieje”).

Definicja 6. Element a € A nazywany jest elementem najwiekszym zbioru
A, jesli dla kazdegobe A, b < a.

Istnieje co najwyzej jeden element najwiekszy w dowolnym zbiorze,
oznaczany przez 1. (Ten element przestrzeni fazowej ¥ odpowiada zawsze
prawdziwemu sgdowi eksperymentalnemu ,,uklad istnieje”).

Definicja 7. Zbioér A uporzadkowany relacja < jest kratg wtedy i tyko wte-
dy, gdy kazda para elementoéw a, b € A ma kres gorny (join) a Vv b € A i kres
dolny (meet) a A Db € A taki, ze:

a) aAb<aborazvec€ A:a,b-c<aAhb,
b) ab<avborazvVced:ab<c—-avbh<=c,

W kazdej kracie spelnione sa nastepujgce zalezno$ci:

C) a<be=aiAb=a,
d) as<beavb=2>5,

Krata, ktora zawiera element najmniejszy o0 i najwiekszy 1 nazywana jest
krata ograniczona. Z kolei krata taka, ze dla kazdego B € A supremum B
iinfimum B nalezy do A nazywana jest kratg zupelna.

Przykladem kraty jest zbiér potegowy §#(A) uporzadkowany czeScio-
wo  relacja  inkluzji W  takim  przypadku dla  kazdego
B,C €e9(A):BAC=BNCBvC=BUC, gdzie N jest teoriomnogoéciowym
iloczynem zbioréw, a U jest teoriomnogo$ciowa suma zbioréow, elementem
najmniejszym o jest zbior pusty @, elementem najwiekszym 1 jest zbior A.

W kazdej kracie spelnione sa warunki:

L1) aha=ao0razava=a,
L2) anb=DbAaorazavb=>bva,
L3) an(bac)y=(aab)Acorazav(bvec)=(avb) Ve,

L4) avianb)=an(avh)=a,

Birkhoff i von Neumann zwracajg uwage, ze wlasno$ci L1-L4 kresu gor-
nego i dolnego w kracie sg zarazem wilasno$ciami koniunkgcji i alternatywy
logiki klasycznej (von Neumann, Birkhoff 1975, s. 8), a takze teoriomnogo-
Sciowej sumy i iloczynu zbioréw.
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Oprocz tych dwoch dzialan dwuargumentowych w zbiorach cze$ciowo
uporzadkowanych mozna zdefiniowaé¢ dzialanie jednoargumentowe zwane
ortodopelieniem.

Definicja 8. Niech A bedzie krata. Ortodopelnienie ' jest to jednoargu-
mentowa operacja taka, ze dla kazdego a, b € A:

L71)  (d)'=gq,
L72) ava =1lorazana =0,
L73) jeslia<btob' <da'.

W zbiorze potegowym ortodopelnienie odpowiada dopekieniu zbioru.
W przypadku domknietych podprzestrzeni przestrzeni Hilberta, ortodopel-
nienie podprzestrzeni odpowiada podprzestrzeni do niej ortogonalne;.
W przypadku logiki klasycznej ortodopelnienie odpowiada negacji. Krata
ograniczona, w ktérej okres§lona jest operacja ortodopelienia, zwana jest
ortokrata.

Algebre Boole’a charakteryzuje wlasno§¢ zwana dystrybutywnos$cig: dla
kazdego a, b, c € A:

L6) av(bac)=(avb)a(bvec)orazan(bve)=(anb)v(bac)

Birkhoff i von Neumann pokazuja jednak, ze to prawo nie obowiazuje
w mechanice kwantowej: zalézmy, ze zdanie a to sad eksperymentalny
stwierdzajacy potozenie ukladu w jednej czedci przestrzeni, zdanie a’ to sad
eksperymentalny stwierdzajacy polozenie ukladu w drugiej czeSci przestrze-
ni (a’ jest negacja a), natomiast b to sad eksperymentalny stwierdzajacy
posiadanie przez uklad fizyczny pewnej wielko$ci fizycznej komplementarnej
z polozeniem (np. pedu). Zgodnie z prawem dystrybutywnosci powinno by¢
prawda, ze b A(ava’) = (baa) v (baa').

Nie mozemy jednak tego stwierdzi¢ z powodu z zasady nieoznaczono$ci
Heisenberga. Jesli przyjmiemy, ze zdanie b jest prawdziwe, i zauwazymy, ze
alternatywa aVv a’ jest réwniez prawdziwa, to stojaca po lewej stronie ko-
niunkcja bedzie zdaniem prawdziwym. Natomiast prawa strona nie jest
prawdziwa, poniewaz nie mozna réwnocze$nie zaobserwowaé polozenia
i pedu ukladu, wiec sady eksperymentalne stwierdzajace wyniki tych pomia-
row nie moga by¢ rownocze$nie prawdziwe, a skoro zadna ze skladowych
alternatywy nie bedzie prawdziwa, to sama alternatywa bedzie rowniez zda-
niem falszywym. (W przypadku wielkoSci fizycznych innych niz komplemen-
tarne to nie zachodzi.) Czyli

balava)=bal=b>0=(baa)=baad =(baa)v(baa")

(von Neumann, Birkhoff, 1975, s. 10).

Okazuje sie wiec, ze algebra z dzialaniami teoriomnogo$ciowych sumy
iiloczynu jest dystrybutywna, natomiast z dzialaniami teoriomnogo$ciowego
iloczynu i supremum podprzestrzeni juz nie. Tak wiec algebra domknietych
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podprzestrzeni przestrzeni Hilberta nie jest algebra Boole’a. Obiekt taki
zwany jest obecnie krata Hilberta (Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007,
S. 209):

Definicja 9. Krata Hilberta nazywamy krate: L(H) = (C(H),S,Av,",0,1),
gdzie:

C(H)jest zbiorem wszystkich podprzestrzeni przestrzeni Hilberta H do-
mknietych ze wzgledu na tworzenie kombinacji liniowych,
C jest teoriomnogoS$ciows relacja inkluzji,
A jest teoriomnogo$ciowym iloczynem zbiorow,
V jest supremum dwdch podprzestrzeni,
'jest ortodopelnieniem,
0 oznacza wektor zerowy, czyli najmniejsza mozliwa podprzestrzen,
1 oznacza cala przestrzen Hilberta H.

Krata Hilberta jest niedystrybutywna zupelna ortokrata. W ortokratach
nie musi obowigzywaé rozdzielno$¢ alternatywy wzgledem koniunkeji ani
koniunkcji wzgledem alternatywy. Moze obowigzywaé np. jedynie omawiana
przez Birkhoffa i von Neumanna slabsza od dystrybutywnosci wlasnos$c
zwana modularnoscia:

Definicja 10. Krate nazywamy modularna wtedy, gdy dla kazdego
a,b,ceA:
L5) jeslia<ctoav(bac)=(avhb)Ac.

Kazda krata rozdzielna jest modularna, ale nie kazda krata modularna
jest dystrybutywna (von Neumann, Birkhoff 1975, s. 11).

Oproécz modularnosci bardzo wazny jest jeszcze jeden, niewymieniony
w artykule, warunek bedacy oslabieniem modularnoéci, mianowicie orto-
modularno$é (Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007, s. 209).

Definicja 11. Krate nazywamy ortomodularna, gdy dla kazdego a, c € A:

OM) jeslia<ctoav(a'ac)=rc.

Kazda krata modularna jest ortomodularna, ale nie kazda krata ortomo-
dularna jest modularna.

Krata Hilberta jest modularna, gdy przestrzenn Hilberta ma skoniczonag
liczbe wymiaréw. Gdy przestrzen Hilberta jest c-wymiarowa, jej krata
Hilberta jest jedynie ortomodularna (Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007,
s. 209). Wydawaloby sie, ze udalo sie wlaénie okresli¢ strukture algebraiczng
charakteryzujgca rachunek zdan mechaniki kwantowej. Birkhoff i von Neu-
mann jednak nie byli jeszcze zadowoleni.
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2.3. Modularnos$¢, prawdopodobienstwo i idealna analogia

Warunek modularno$ci ma postacé:
L5) jeslia=ctoav(bAac)=(aVvb)Ac,

Birkhoff i von Neumann zauwazaja, ze modularno$¢ mozna rozumie¢ na
trzy sposoby (von Neumann, Birkhoff, 1975, s. 11):

1) warunek modularnosci jest ograniczonym prawem lgcznoéci na su-
mach i iloczynach zbioréw; rownoczesnie jest on ostabieniem dys-
trybutywnosSci;

2) zalozenie, ze krata jest modularna, jest rGwnowazne stwierdzeniu, ze
nie posiada podkraty izomorficznej z kratg N5 (pieciokatem);

3) mozna pokazaé, ze modularno$¢ jest konsekwencja istnienia funkcji
wymiaru d(a) o wlasno$ciach:

D1) jeslia = b, to d(a) = d(b),
D2) dla)+d(b)=d{anb)+d(aub),

Stwierdzaja, ze D1 i D2 cze$ciowo opisuja formalne wlasnosci funkcji
prawdopodobienstwa (tym, czego brakuje, jest unormowanie do przedzialu
wartoéci [0,1]). Stad tez wiaza spelnianie warunku modularnoéci z istnie-
niem ,,funkcji prawdopodobienstwa a priori” (a priori thermo-dynamic
weight of states). W przypadku logiki kwantowej utozsamiaja funkcje wy-
miaru d na kracie modularnej z funkcja prawdopodobienstwa a priori
(Rédei, 20009, s. 13).

W okresie, gdy powstawalo The Logic of Quantum Mechanics, von Neu-
mann pracowal wraz z Francisem Murrayem nad teorig pierscieni operato-
row, zwanych obecnie algebrami von Neumanna.:o Na algebrach tych zdefi-
niowali funkcje wymiaru d i zaproponowali ich klasyfikacje ze wzgledu na
wartoéci, jakie ona przyjmuje. Wyrdznili pie¢ tzw. typoéw faktorow: I, I, 114,
II., III. N-wymiarowa przestrzen Hilberta jest faktorem typu I, a -
wymiarowa — typu L. Spoérod tych pieciu typéw modularne sa tylko I, i II,.
I jest jedynie ortomodularna. Typu II; s3 m.in. iloczyny tensorowe n matryc
Ma2. Jego cechg charakterystyczng jest to, ze funkcja d przyjmuje wartoSci
ciggle na przedziale [0,1]. Typy I i I» przyjmuja wartoSci dyskretne, odpo-
wiednio na przedziale skoficzonym i nieskoniczonym.

Von Neumannowi zalezato, zeby logika kwantowa byla modularna. Majac
wiec do wyboru c-wymiarowe algebry typu I i IL,, wybral II;,, mimo ze jej
funkcja wymiaru jest ciagla na przedziale [0,1], co jest trudne do interpreta-
cji fizyczne;j.

1o Dokladne omoéwienie klasyfikacji algebr von Neumanna i ewolucji jego pogladéw na temat logi-
ki kwantowej znajduje sie w (Rédei, 1996; Rédei 1998; Dalla Chiara, Giuntini, Rédei, 2007; Rédei,
20009).
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Modularno$¢ jest dla von Neumanna warunkiem istnienia funkcji praw-
dopodobiefistwa a priori. Istnienie miary prawdopodobienstwa jest tak
istotne, poniewaz von Neumann chcial utworzy¢ idealng kwantowa analogie
do sytuacji klasycznej, gdzie algebra Boole’a jest rownocze$nie modelem
logiki Kklasycznej, struktury zdarzen klasycznego prawdopodobienstwa, jak
i przestrzeni fazowej mechaniki klasycznej (Dalla Chiara, Giuntini, Rédei,
2007, s. 210). Bylo to dla niego tak wazne, Ze trudnoéci z tym zwigzane
sprawily, ze sktanial sie ku odrzuceniu formalizmu przestrzeni Hilberta,
ktoéry sam stworzyl. Jak pisze w liScie do Birkhoffa z 1935 r.:

,,Chcialbym przyznacé sie do czegos, co moze wydac sie niemoralne: nie wierze
juz absolutnie w przestrzen Hilberta. [...] Teraz zaczynamy sadzi¢, ze to nie
wektory sa istotne, ale krata wszystkich liniowych (domknietych) podprze-
strzeni. Poniewaz: 1) Wektory powinny reprezentowac fizyczne stany, ale ro-
big to redundantnie, jedynie w przyblizeniu do pewnego czynnika, 2) a poza
tym, stany sg jedynie wtérnym pojeciem, a pojeciem pierwotnym (danym fe-
nomenologicznie) sg wlasnosSci, ktore odpowiadaja liniowym domknietym
podprzestrzeniom™ (Rédei 1996, s. 493).

W tamtym czasie von Neumann pracowal rowniez nad teoria abstrakcyj-
nych geometrii rzutowych. Zauwazyl, ze algebry typu II, s3 rodzajem abs-
trakcyjnej geometrii rzutowej (abstract projective geometry), ktore sa
strukturami ogoblniejszymi od nich. Dlatego tez Birkhoff i von Neumann
skonkludowali na koniec The logic of quantum mechanics, ze ,rachunek
zdan mechaniki kwantowej ma taka sama strukture jak abstrakcyjna geome-
tria rzutowa” (Birkhoff, von Neumann, 1975, s. 12).

To ostatnie odkrycie nie mialo jednak duzego znaczenia dla badaczy, kto-
rzy przyszli po nich — sukces formalizmu przestrzeni Hilberta byl zbyt wiel-
ki. Logicy kwantowi przyjeli idee ,,logicyzacji nieboole’owskiej kraty”, jednak
krata ta nie byl faktor typu II,, lecz ortomodularne kraty Hilberta L(H)
iizomorficzne do nich kraty projekcji P(H) (Rédei 20009, s. 1).

3. PODSUMOWANIE

Oba projekty, Zawirskiego i Birkhoffa—von Neumanna, mozna by okresli¢
jako dla logiki kwantowej zalozycielskie: Zawirskiego, poniewaz byl chrono-
logicznie pierwszy, a Birkhoffa—von Neumanna, poniewaz wiekszo$é logi-
kow kwantowych kontynuowalo zapoczatkowany przez nich nurt badan

1 T would like to make a confession which may seem immoral: I do not believe absolutely in Hil-
bert space anymore. [...] Now we begin to believe that it is not the vectors which matter, but the
lattice of all linear (closed) subspaces. Because: 1) The vectors ought to represent the physical states,
but they do it redundantly, up to a complex factor, only 2) and besides, the states are merely a de-
rived notion, the primitive (phenomenologically given) notion being the qualities which correspond
to the linear closed subspaces”, przel. E.D.
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(Pavici¢, 1992; Engesser, Gabbay, Lehman, 2009). Wydaje sie jednak, ze
wiecej je dzieli niz laczy: poczawszy od punktu wyjscia (u Zawirskiego — za-
sada komplementarno$ci i analiza sprzecznych zdan takich jak ,,dany proces
jest korpuskularny” i ,,dany proces jest falowy”, u Birkhoffa i von Neumanna
— analiza specyfiki przestrzeni obserwacyjnej i fazowej mechaniki kwanto-
wej), przez zastosowane metody (Zawirski — logika wielowartoSciowa Luka-
siewicza, Birkhoff i von Neumann — teoria przestrzeni Hilberta i algebra), az
po wplyw na innych badaczy (Zawirski — niewielki, Birkhoff i von Neumann
— relatywnie duzy).

Jesli sie jednak im blizej przyjrze¢, zobaczymy, ze oba wyrastaja z zafra-
powania tymi samymi problemami. Oba lokalizuja Zrédlo nieklasycznos$ci
logiki mechaniki kwantowej w zasadzie nieoznaczonosci Heisenberga, choé¢
akcentuja inne jej aspekty i wyciggaja z tego faktu inne wnioski — dla Zawir-
skiego logika kwantowa ma by¢ wielowarto$ciowa, a dla Birkhoffa i von
Neumanna - niedystrybutywna. Nastepnie obaj stwierdzaja potrzebe
uzgodnienia tych logik z rachunkiem prawdopodobienistwa. Zawirski po-
dejmuje probe uzgodnienia wzoréw na sume i iloczyn w rachunku prawdo-
podobienistwa i w logice wielowarto$ciowej, a von Neumann postuluje, ze
logika kwantowa powinna by¢ nie tyle niedystrybutywna, co modularna, by
zapewni¢ mozliwo$c¢ zdefiniowania miary prawdopodobienstwa.

3.1 Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Zaroéwno Zawirski, jak i Birkhoff i von Neumann odwotujg sie do zasady
nieoznaczonoS$ci w trakcie swoich badan, cho¢ nieco inaczej rozkladaja ak-
centy.

U Zawirskiego zasada nieoznaczonoSci pojawia sie na samym poczatku,
na etapie filozoficznego uzasadnienia podejmowanych badan, i stuzy jako
argument za tym, Ze logika mechaniki kwantowej jest logika wielowarto-
Sciowg (nieklasyczng). Zawirski wpierw stwierdza, ze podstawowymi pro-
blemami wspoélczesnego przyrodoznawstwa, wprowadzonymi przez mecha-
nike kwantowg, s3: 1) zasada nieoznaczono$ci Heisenberga, 2) zasada kom-
plementarnos$ci Bohra, 3) poglad, ze wszystkie prawa przyrody, z wyjatkiem
co najwyzej takich jak prawo zachowania energii, sa ,tylko prawdopodobne”
(Zawirski, 1931a, s. 40—41). Nastepnie pisze, ze namysl nad zasadg komple-
mentarnos$ci doprowadzil go do pogladu, ze mozna jg zrozumie¢ jedynie przy
pomocy logiki trojwartosciowej Lukasiewicza (Zawirski, 1931b, s. 482). Na-
tomiast o kwestiach 1) i 3) pisze, ze wziete razem sklaniaja go one do zasto-
sowania logiki wielowartoSciowej o liczbie wartosci logicznych wiekszej niz
trzy, poniewaz jego zdaniem jej miejsce ma by¢ wszedzie tam, gdzie zamiast
klasycznych przyczynowych praw mechaniki mamy do czynienia z prawami
o charakterze statystycznym, przewidujacymi zdarzenia o r6znym stopniu
prawdopodobienistwa (Zawirski, 1932b, s. 42). Zawirski nie wyjaénia tutaj
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wprost, dlaczego tak sadzi. W przypadku problemu 3) wydaje sie to doéé
jasne — sady kwantowe posiadaja wyliczane przez mechanike kwantowg
prawdopodobienstwa analogiczne do ulamkowych wartosci logicznych
w logice wielowarto$ciowej (zwanych przez Zawirskiego stopniami mozliwo-
$ci), co sugeruje mozliwo$¢ powigzania jednych z drugimi. Co jednak z zasa-
da nieoznaczono$ci? Warto zwroci¢ uwage, ze Zawirski potraktowal proble-
my 1) i 3) razem. Na podstawie wcze$niejszych pism Zawirskiego mozna
stwierdzi¢, ze oba one s3 argumentami przeciwko stosowalno$ci zasady
przyczynowosci w fizyce (Zawirski, 1930). Zawirski przytoczyt powszechne
w tamtym czasie sformulowanie zasady przyczynowosci: ,okre§lony stan
obecny ukladu wyznacza jednoznacznie stan przyszly” (Zawirski, 1930,
s. 298). Statystyczny charakter przewidywan mechaniki kwantowej (3) pod-
waza ja z jednej strony — sprawia, ze wyznaczany stan uktadu nie jest jedno-
znaczny. Zasada nieoznaczono$ci za$ (1) podwaza ja z drugiej — stwierdza, ze
nie da sie w ogdle okresli¢ jednoznacznie stanu ukladu. Wobec falszywosci
poprzednika, zasady przyczynowo$ci nie da sie w ogole w fizyce stosowaé
(Zawirski, 1930, s. 299).

Zasada nieoznaczono$ci jest wiec ,gwozdziem do trumny” zasady przy-
czynowos$ci w fizyce, a wzieta razem ze statystycznym charakterem mecha-
niki kwantowej stanowi argument za jej nieklasycznym charakterem. Na
podstawie probleméw 2) i 3) Zawirski stwierdza, ze ta nieklasyczno$é polega
na wielowarto$ciowo$ci. Waga zasady nieoznaczono$ci jest o tyle wielka, ze
w przeciwienstwie do statystycznego charakteru mechaniki kwantowej, nie
mozna dla niej znalez¢ alternatywnych przyczynowych wyjasnien (Zawirski,
1930, s. 298). Nieoznaczono$¢ jest nieredukowalna. Skoro tak, logika me-
chaniki kwantowej musi by¢ nieklasyczna.

W przypadku Birkhoffa i von Neumanna zasada nieoznaczono$ci pojawia
sie na pbzniejszym etapie, ale rowniez sluzy uzasadnieniu nieklasycznego
charakteru logiki mechaniki kwantowe;j.

Birkhoff i von Neumann jako punkt wyj$cia przyjmuja obserwacje, ze
yrelacja miedzy wlasno$ciami ukladu fizycznego z jednej strony, a projek-
cjami z drugiej, umozliwia utworzenie przy ich pomocy pewnego rodzaju
rachunku logicznego” (von Neumann, 1955, s. 253). Nastepnie definiujg sad
kwantowy, znajduja jego matematyczna reprezentacje i badaja jej algebra-
iczne wlasno$ci. Tam zauwazaja, ze algebraiczna struktura sadow kwanto-
wych jest nieklasyczna, mianowicie niedystrybutywna, a jako argument po-
daja zdanie podpadajace pod prawo dystrybutywnosci, ktore nie zachowuje
prawdziwoSci z powodu zasady nieoznaczono$ci (von Neumann, Birkhoff,
1975, s. 10).

Niech zdanie a bedzie sagdem eksperymentalnym stwierdzajacym poloze-
nie ukladu w jednej czeSci przestrzeni, zdanie a' sadem eksperymentalnym
stwierdzajacym polozenie ukladu w drugiej czesci przestrzeni (a' jest negacja
a), natomiast b — sadem eksperymentalnym stwierdzajacym posiadanie
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przez uklad fizyczny pewnej wielkoSci fizycznej komplementarnej z poloze-
niem (np. pedu w tym samym kierunku). Zgodnie z algebraicznym prawem
dystrybutywnosci powinno by¢ prawda, ze bA(ava')=(bAaa)v(bAa'). Przygla-
dajac sie jednak lewej stronie rowno$ci zauwazymy, ze suma ava' jest praw-
dziwa, zatem jej iloczyn z b bedzie rowny b. Natomiast po prawej stronie
mamy sume dwoch iloczyndw par zdan, ktoére z powodu zasady nieoznaczo-
noéci nie sa rownocze$nie mierzalne, a wiec nie moga by¢ réwnocze$nie
prawdziwe; oba czlony sumy sg falszywe, wiec ona sama réwniez jest falszy-
wa. (W przypadku wielkoSci fizycznych innych niz komplementarne to nie
zachodzi.) Czyli bA(ava)=bA1=b>0=(bAa)=(bAa")=(bAra)V(bAa") (von Neu-
mann, Birkhoff, 1975, s. 10).

Wobec tego logika mechaniki kwantowej jest nieklasyczna — niedystrybu-

tywna.
3.2 Prawdopodobienstwo

W przeciwienstwie do mechaniki klasycznej, przewidywania mechaniki
kwantowej maja charakter nieredukowalnie statystyczny — mozliwe jest uzy-
skanie dla danego uktadu mozliwych wynikéw pomiaréw wraz z prawdopo-
dobienstwami ich uzyskania. Wszelkie deterministyczne proby rozszerzenia
tej teorii, dazgce do eliminacji tej cechy (np. teoria fali pilotujacej czy
zmienne ukryte), zawiodly.

W kwestii interpretacji rachunku prawdopodobienstwa, Zawirski twier-
dzil, ze ,podstawy logiczne rachunku prawdopodobienstwa byly przedmio-
tem sporow, dotad jeszcze nierozstrzygnietych miedzy stanowiskiem subjek-
tywnem (Laplace, Boltzman, Stumpf) a objektywnem (Cournot, Kries). Pod-
czas gdy Laplace twierdzil, ze rachunek prawdopodobienstwa wyraza tylko
nasza niewiedze i ze umyst doskonaly, dysponujacy »formutka swiata«, zu-
pelieby tego rachunku nie potrzebowal, Cournot byl zdania przeciwnego”
(Zawirski, 19314, s. 42). Zgodnie ze stanowiskiem obiektywnym, rachunek
prawdopodobienstwa jest potrzebny nie z powodu niedoskonalosci ludzkie-
go poznania, lecz dlatego, ze wyraza rzeczywiste zwigzki w $wiecie. Wedlug
Zawirskiego ,stan wspoélczesnego przyrodoznawstwa (...) przemawia za ta-
kiem [obiektywnym — przyp. E.D.] pojmowaniem prawdopodobienstwa”
(Zawirski, 1934b, s. 398). Réwnoczeénie takze ,stanowisko logiki wielowar-
tosciowej odpowiada raczej kierunkowi objektywnemu” (Zawirski, 1931a,
s. 42). Tak wiec zar6bwno wspoélczesne przyrodoznawstwo, a wiec i mechani-
ka kwantowa, jak i logika wielowarto$ciowa, sa zgodne z obiektywna inter-
pretacja rachunku prawdopodobienstwa, co stanowi dla Zawirskiego wska-
z6wke do ich powigzania ze soba.

Dodatkowo, jak widzieliSmy wyzej, statystyczny charakter przewidywan
mechaniki kwantowej byl wymieniony przez Zawirskiego jako jeden z pro-
blemo6éw wspblczesnego przyrodoznawstwa. Z jednej strony jest to dla niego
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argument za porzuceniem klasycznie rozumianej w fizyce zasady przyczy-
nowosci (Zawirski, 1932b, s. 42). Z drugiej za$ logika mechaniki kwantowej
musi by¢ z rachunkiem prawdopodobienstwa zgodna, jesli ma uwzgledniaé
jej statystyczny charakter. Jest to wiec dodatkowe uzasadnienie dla podej-
mowania prob uzgodnienia logiki wielowarto$ciowej z rachunkiem prawdo-
podobienistwa (Zawirski, 1934b).

To uzgodnienie jest mozliwe przy przyjeciu Posta interpretacji zdan n-
warto$ciowej logiki jako klas (n-1) zdan logiki dwuwarto$ciowej oraz Rei-
chenbacha metrycznej interpretacji logiki wielowarto$ciowej. Glbwnym pro-
blemem zauwazonym przez Zawirskiego jest to, ze wzory na sumy i iloczyny
prawdopodobienistw nie pokrywaja sie ze wzorami na koniunkcje i alterna-
tywy zdan logiki wielowartoéciowej. Rozwigzaniu tego problemu poswiecit
prace Stosunek logiki wielowartosciowej do rachunku prawdopodobien-
stwa (Zawirski, 1934a).

Von Neumann w czasie pisania The Logic of Quantum Mechanics byt
zwolennikiem obiektywnej, czesto$ciowej interpretacji rachunku prawdopo-
dobienstwa (frequentist interpretation), cho¢ pod koniec Zycia ja porzucit
i sklaniat sie ku interpretacji logicznej (Rédei, 2009, s. 16). Zgodnie z czesto-
Sciowa interpretacja prawdopodobienstwo zdarzenia jest rowne granicy cia-
gu (przy n dazacym do nieskonczono$ci) jego wzglednych czesto$ci, ktére sa
liczba wystapien tego zdarzenia do liczby powto6rzen eksperymentu.

W projekcie tworzenia logiki kwantowej dla von Neumanna istotne bylo
uzyskanie kwantowej analogii sytuacji klasycznej: chcial, zeby uzyskana
przez niego nieboole’owska algebra pelila wobec kwantowej logiki, prze-
strzeni fazowej i struktury zdarzen prawdopodobienstwa taka sama role, jak
algebra Boole’a wzgledem klasycznej logiki, przestrzeni fazowej mechaniki
klasycznej i struktury zdarzen klasycznego prawdopodobienstwa. Zwrocit
uwage, ze w kratach modularnych mozna zdefiniowa¢ funkcje wymiaru d(a),
ktérej wlasnos$ci czeSciowo pokrywaja sie z wlasnosciami funkcji prawdopo-
dobienstwa, i ktéorg utozsamil z funkcja prawdopodobienstwa a priori
(Rédei, 20009, s. 13). Stad tez tak silny postulat modularnosci logiki kwanto-
wej i odrzucenie kraty Hilberta, na ktérej nie da sie zdefiniowa¢ miary
prawdopodobienistwa o odpowiednich wtasnosciach (Rédei, 2009, s. 13), co
ostatecznie doprowadzilo do zakwestionowania poprawno$ci formalizmu
przestrzeni Hilberta w mechanice kwantowej (Rédei, 1996, s. 493) i porzu-
cenia interpretacji czestoSciowej, przy ktorej niemozliwe bylo uzyskanie
yhiekomutatywnych przestrzeni prawdopodobienstwa” (Rédei, 2009, s. 16).
Mozna wiec powiedzieé, ze idea uzgodnienia logiki kwantowej z kwantowym
prawdopodobienistwem byta dla von Neumanna przewodnia w realizacji jego
projektu logiki kwantowe;.

Pomimo glebokich roznic dzielacych te dwa projekty, istniejg miedzy ni-
mi pewne podobienstwa. Oba uwzglednialy zasade nieoznaczono$ci Heisen-
berga i niekomutatywno$§é pewnych par obserwabli, a takze w obu z nich
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dolozono staran, by logika kwantowa zostala uzgodniona z rachunkiem
prawdopodobienistwa. By¢ moze jest tak, ze te dwie kwestie decyduja o wy-
jatkowym, budzacym kontrowersje charakterze mechaniki kwantowej, i kaz-
dy przyszly projekt logiki kwantowej bedzie musiat je uwzglednic.
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FIRST INSPIRATIONS TO THE REVISION OF CLASSICAL LOGIC ON
THE GROUND OF QUANTUUM MECHANICS: ZYGMUNT ZAWIRSKI
I1JOHN VON NEUMANN

ABSTRACT

Quantum logic emerged in the 1930s as a response to the question of whether the
conceptual changes initiated in physics by quantum mechanics required a revision
of logic. In the English-language literature, John von Neumann is considered the
founder of quantum logic, while the Polish literature points to Zygmunt Zawirski.
Zawirski was the first researcher who suggested that quantum mechanics may follow
a different logic than classical logic. He was the first researcher in the field of many-
valued quantum logic, but his influence ultimately proved to be limited. John von
Neumann, on the other hand, along with Garrett Birkhoff, started the now dominant
field of algebraic quantum logic. It turns out that despite their differences in as-
sumptions and methods, what they have in common is their commitment to subject-
ing the design of quantum logic to two requirements - consideration of Heisenberg's
indeterminacy principle and reconciliation of the resulting logic with probability
calculus.

Keywords: Zygmunt Zawirski, John von Neumann, quantum logic, many-
valued logic, philosophy of quantum mechanics.
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