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PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LXIV — ZESZYT 4 — 2017

EWA ROSZKOWSKA'!

O MOZLIWOSCIACH WYKORZYSTANIA
SKIEROWANYCH LICZB ROZMYTYCH
DO PODEJMOWANIA DECYZJI WIELOKRYTERIALNYCH?

1. WSTEP

Model skierowanych liczb rozmytych (OFN, ang. Ordered Fuzzy Numbers) zostat
zaproponowany, a nastgpnie rozwijany przez Kosifiskiego, Prokopowicza oraz Slezaka
w wielu pracach (Kosinski 1 inni, 2002, 2003; Kosinski, Prokopowicz, 2004; Kosinski,
2006). Inspiracja jego powstania ,,bylo przezwyciezenie giownych niedoskonatosci kla-
sycznego, opartego na zasadzie rozszerzenia Zadeha, rachunku na liczbach rozmytych
i takie zdefiniowanie modelu liczb rozmytych, by liczby rzeczywiste mozna bylo trak-
towa€ jako szczegolny przypadek liczb rozmytych. Dodatkowo dziatania algebraiczne
w takim modelu powinny by¢ zgodne z dzialaniami na zwyktych liczbach rzeczywistych
i posiadacé wlasnos¢ rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, a jednoczesnie
dawac poprawne wyniki dla liczb rozmytych” (Kosinski, Prokopowicz, 2004).

Celem niniejszego opracowania jest prezentacja przykladow interpretacji skie-
rowania liczb rozmytych opartych na literaturze przedmiotu, a takze mozliwo-
$ci wykorzystania OFN w rozmytych metodach wielokryterialnych. Badania nad
wykorzystaniem skierowanych liczb rozmytych zostaty zapoczatkowane w pracach
Kacprzak, Roszkowska (2016, 2014), gdzie przedstawiono propozycje metod SAW
(ang. Simple Additive Weighting) oraz TOPSIS (ang. Technique for Order Preference
by Similarity to Ideal Solution) opartych na skierowanych trapezowych liczbach roz-
mytych. Orientacje liczby rozmytej wykorzystano do reprezentacji typu kryterium oraz
ocen lingwistycznych wariantow decyzyjnych. W niniejszym opracowaniu pokazano
uzytecznos¢ obu metod do budowy systemu oceny ofert negocjacyjnych w sytuacji,
gdy ocena wariantow porozumienia przebiega w warunkach niepewnos$ci, wymaga
uwzglednienia danych z réznych zrodet i o réznym charakterze. Skala lingwistyczna
oparta na skierowanych liczbach rozmytych okazuje si¢ pomocna w procesie ewalu-
acji oraz tworzeniu rankingu ofert za pomoca metod FSAW i FTOPSIS. Operowanie
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zmiennymi lingwistycznymi moze by¢ pewng alternatywna oceny punktowej ofert
negocjacyjnych (np. SAW/SMART) (Gorecka i inni, 2016).

Artykut ma charakter metodologiczny i moze stanowi¢ inspiracje do dalszych
badan nad zastosowaniem skierowanych liczb rozmytych w metodach wielokryte-
rialnych.

W dwoch kolejnych czgsciach pracy zaprezentowano podstawowe pojecia i wia-
snosci skierowanych liczb rozmytych, ktére beda wykorzystywane w dalszej czesci
pracy. W czesci czwartej przedstawiono przyktady interpretacji skierowanych liczb
rozmytych. W czesci piatej propozycje metod wielokryterialnych wykorzystujacych
skierowane liczby rozmyte. Opracowanie konczy przyktad obliczeniowy oraz podsu-
mowanie.

2. SKIEROWANE LICZBY ROZMYTE I ICH WEASNOSCI

Pojecie zbioru rozmytego zostato wprowadzone przez Lotfi Zadeha w 1965 roku
(Zadeh, 1965) do okreslania znaczen poje¢ nieostrych (przyblizonych) lub poje¢ wer-
balnych.

Definicja 1 (Zadeh, 1965). Niech X bedzie przestrzenig obiektow (uniwersum).
Zbiorem rozmytym A w przestrzeni X nazywamy zbior uporzadkowanych par

A= {(xua@);x €X), (1)

gdzie py, jest funkcja przynalezno$ci postaci u,: X — [0; 1].
Nosnikiem zbioru rozmytego A nazywamy nastepujacy zbior:

suppAd = {x € X:pu,u(x) > 0}. 2)

Rodzine wszystkich zbioréw rozmytych okreslonych na przestrzeni oznaczamy sym-
bolem F(X).

Rozmyte wielko$ci przyblizone bgdace podzbiorami prostej rzeczywistej definiuje
si¢ jako liczby rozmyte (FN).

Definicja 2 (Dubois, Prade, 1979). Liczbg rozmytg nazywamy wypukly, normalny
podzbioér rozmyty S € F(R).

Zbior rozmyty S € F(R) nazywamy:
— normalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje xo € R takie, ze ug(xy) = 1,
—  wypukfym wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje x,y,z € R takie, zZe x <y <z =

ps(y) = min{p(x), ps(2)}.

Niech S 1T beda liczbami rozmytymi z funkcjami przynalezno$ei ug 1 pp. Wowczas
podstawowe operacje: dodawania (+), odejmowania (—), mnozenia () i dzielenia (/) wyko-
rzystujace zasade rozszerzania Zadeha definiujemy nastgpujaco (Zimmermann, 2001):
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Ussr = maXz:JC*y min (‘MS(X), MT(y))a (3)

gdzie * oznacza odpowiednio +,—,,/,x,y,z € R (przy dzieleniu y # 0).

Dubois zaproponowat model liczb rozmytych LR (Dubois, Prade, 1978, 1980,
1988) upraszczajacy znacznie wykonywanie dziatan arytmetycznych na liczbach roz-
mytych?.

Definicja 3 (Dubois, Prade, 1978, 1988). Niech (a, b, c,d) € R* bedzie uporzad-
kowang czworka taka, ze a < b < ¢ < d. Liczb¢ rozmyta S(a; b; c; d) nazywamy
typu LR, jesli funkcja przynaleznosci ps: R = [0; 1] ma postaé

0 x <a,
Ls(x) a<x<bh,
Us(x) =41 b<x<c, (@)
Rs(x) c<x<d,
0 d<x,

gdzie funkcja Lg: [0,1] — [0,1] jest niemalejaca, a funkcja Rg: [0,1] — [0,1] jest nie-
rosnaca.

W przypadku, gdy funkcje L and R sa liniowe wowczas mamy trapezowg liczbe
rozmyta, ktorg bedziemy oznacza¢ dalej jako Tr(a; b; c; d), jesli dodatkowo b = c,
to liczbe rozmyta nazywamy trojkatng liczbg rozmyta.

a) b)
A A
x #s(x)
1 #s(x) S(a;b;c;d) 1 s Tr(a;b;c,d)
/ \ . R
| s | R
| I I g r T 15
a b ¢ d x “ b e 4 *

Rysunek 1. Reprezentacja graficzna liczb rozmytych
a) Liczba rozmyta S(a; b; c;d) typu LR, b) Trapezowa liczba rozmyta Tr(a; b;c; d).

Zrodto: opracowanie wilasne.

Nalezy zaznaczy¢, ze dziataniom na klasycznych liczbach rozmytych towarzy-
sza pewne niezgodnosci z intuicja dziatan na liczbach rzeczywistych (Kosinski,
Prokopowicz, 2004). Wykonywanie operacji dodawania lub odejmowania na F’N moze
pociagacé za sobg powickszanie si¢ nosnika liczb wynikowych, czyli zwickszanie roz-
mytosci liczby rozmytej, a w konsekwencji nieprecyzyjnosci tej liczby (rysunek 2 a).

3 Zgodnie z definicjg (3) dzialania na liczbach rozmytych wymagaja wykonywania szeregu skom-

plikowanych operacji arytmetycznych na elementach no$nikéw oraz ich stopniach przynaleznosci.
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Dla liczb rozmytych, jesli A + B =C, to na ogdét C— B # A, co powoduje brak
mozliwosci rozwigzywania rownan ogolnej postaci, np. typu A + X = C gdzie Ai C sa
liczbami rozmytymi (rysunek 2 a, b). Przy wykorzystaniu operacji arytmetycznych na
FN czesto nie jest mozliwe wyznaczenie elementu neutralnego wzgledem dodawania
oraz odwrotnego wzgledem mnozenia (rysunek 2 c, d).

a) b)
=B O 1

wy

| 3’5 dol21s 2o 30 x

Hag

1
-15 s oy 5 15 x 1 2 4 8

Rysunek 2. Operacje na liczbach rozmytych
a) Dodawanie liczb rozmytych, S + T, b) Odejmowanie liczb rozmytych, C — S, ¢) Dziatanie S — S,
d) Dziatanie i S.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przedstawione niedoskonatosci F'N byly bezposrednig inspiracja powstania modelu
skierowanych liczb rozmytych. Skierowang liczb¢ rozmyta Kosinski (Kosinski 1 inni,
2002; 2003; Kosinski, 2006) zdefiniowat nastepujaco:

Definicja 4 (Kosinski, 2006). Skierowang liczbg rozmytq (OFN) nazywamy upo-
rzadkowang pare (fs, gs) cigglych funkcji f5:[0,1] = R gs:[0,1] = R,
gdzie fs — nazywamy czescig wznoszaca (UPs), gs — czescig opadajaca (DOWNs)*.

Jezeli funkcje f;, gs sa Scisle monotoniczne, to istnieja do nich funkcje odwrotne
fi1(x), gs*(x) okreslone na odpowiednich przedziatach UP = [ £5(0), fs(1)] oraz
DOWN; = [gs(1), gs(0)]. Do zbioréw UPg oraz DOWNg dodajemy na przedziale
[fs(l), gs(l)] funkcje stata CONST réwng 1. Skierowang liczbe¢ rozmytg OFN
bedziemy oznaczali dalej w postaci ogdlnej przez S| (fS(O) s fs(1); gs(1); gS(O)).

W przypadku, gdy funkcje fi ' (x), gs*(x) sa liniowe OFN nazywamy trapezowg
liczbg rozmyta i oznaczamy symbolem Tr(fs(0); fs(1); gs(1); gs(0)). Skierowana
liczba rozmyta W(fS(O) ; fs(1); gs(1); gs(0)) jest wyznaczona wowczas jednoznacz-
nie za pomocg czterech liczb f5(0), f5(1), gs(1), gs(0) gdzie UPs = [fS(O), ﬁg(l)],

4 0d konferencji ICAISC w 2015 dla uhonorowania i podkreslenia wktadu Profesora Kosinskiego
(1946-2014) w rozwdj modelu skierowanych liczb rozmytych powstala propozycja zmiany nazwy
Skierowanych Liczb Rozmytych (ang. Ordered Fuzzy Numbers), na Liczby Rozmyte Kosinskiego
(ang. Kosinski’s Fuzzy Numbers — KFN).
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DOWN; = [gs(1), gs(0)]. Dowolna liczba rzeczywista a € R jest reprezentowana
przez OFN jako ‘T_r)(a; a;a;a).

Wykorzystujac funkcje odwrotne fi (x), gs*(x) funkcje przynaleznosci skiero-
wanej liczby rozmytej Kosinski (2006) okreslit nastepujaco:

(

U fSi(x)  gdy x € UPg,
1 d 1) <x < gs(1),
@ =1{ gdy  fs(1 gs(1) 5)
gs (x) gdy x € DOWNs,
lk 0 dla pozostatych x .

Kolejnos¢ funkcji odwrotnych wyznacza skierowanie (orientacj¢) liczby rozmy-
tej, ktdrg w interpretacji graficznej przedstawia si¢ za pomocg strzatki. W przypadku
orientacji dodatniej kierunek OFN jest zgodny z kierunkiem osi OX liczb rzeczywi-
stych, a orientacji ujemnej kierunek OFN jest przeciwny do kierunku osi OX liczb
rzeczywistych. Przyktady skierowanych liczb rozmytych oraz odpowiadajacych im
funkcji wyznaczonych za pomoca wzoru (5) zaprezentowano na rysunku 3. Warto
tutaj zwroci¢ uwage, na roznice miedzy koncepcja skierowanych liczb rozmytych
a koncepcja zbiorow rozmytych, czy tez liczb rozmytych Zadeha. Zauwazmy, ze jesli
spetniony jest warunek (6) lub (7),

fs(0) < fs(1) < gs(1) < g5(0), (6)

fs(0) = f5(1) = gs(1) = g5(0) (7

to funkcja postaci (5) odpowiada funkcji przynaleznos$ci w klasycznym modelu liczb
rozmytych (por. rysunek 3 b, d).

Warunek (6) oznacza, ze funkcja fs jest $cisle rosngca lub stata, a funkcja gg jest
scisle malejaca, natomiast warunek (7), ze funkcja fs jest $cisle malejaca lub stata,
a funkcja gg jest $cisle rosnaca lub stata. Jesli ponadto f5(0) < gs(0) to moéwimy
o orientacji dodatniej liczby rozmyte;j, jesli f5(0) > gs(0) o orientacji ujemnej, a gdy
fs(0) = g5(0) o braku orientacji.

Ponadto OFN f(fS(O); fs(1); gs(1); gs(O)) spetniajaca warunek (6) wyznacza FN

S(£5(0); f5(1); gs(1); gs(0)) opisana przez ps: R — [0; 1] nastepujaco:

(0 x < £5(0),
| 20 £(0) <x < f5(D),
ps(x) =41 fs(1) < x < gs(1), (8)

g5t () gs(1) <x < gs(0),
0 gs(0) < x.
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Natomiast OFN S| (fS(O) ; fs(D); gs(1); gS(O)) spetniajaca warunek (7) wyznacza
FN S(£5(0); £s(1); gs(1); gs(0)) opisana przez pus: R — [0; 1] nastepujgco.

(0 x < gs(0),
19570 g5(0) < x < gs(D),
ps(x) =41 gs(1) < x < fs(1), ©)
) fs(D) <x < £5(0),
0 fs(0) < x.

Skierowang liczb¢ rozmyta, dla ktorej funkcja (5) nie wyznacza funkcji przyna-
leznosci w klasycznym ujeciu Kosinski nazywa niewtasciwg (np. rysunek 3 f, h).

a)x b) c) d)

fs(1) -

gs(1) A
y 9s y
B I
! 9s(0) ‘ ;
> > T T t Y
£5(0) fs(1) gs(1) gs(0) x 1 Y 9s(0) gs(1) fs(1) £5(0) x
)y 0 9, h)

i (-
(1) — / y

y
gs(0) / gs(1)=95(0) — d
A I » I o H— .
i50) £ 7g§1j o) L5 1 95t 7t
> T t t — : > T f
1y £5(0) gs(0) f5(1) gs(1) x 1y 75(0) gs(0)=gs(1) £5(1) X

Rysunek 3. Przyktady skierowanych liczb rozmytych i odpowiadajacych im funkcji okreslonych wzorem (5)
Zrodho: opracowanie wiasne.
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3. DZIALANIA NA SKIEROWANYCH LICZBACH ROZMYTYCH

Ponizej przedstawimy definicje 1 podstawowe wlasnosci operacji arytmetycznych
na skierowanych liczbach rozmytych.

Definicja 5 (Kosinski, 2006). Niech 4 = (£, 9.), B = (fz,95), C = (fz, gc) € &,
a € R. Podstawowe operacje na skierowanych liczbach rozmytych: dodawanie (),
odejmowanie (6), mnozenie () dzielenie () definiuje si¢ nastepujgco:

1. Suma

C=A®E, (10)
gdzie fe(y) = fa) + (0 A 9c) = ga(¥) + g5()- (11)
2. Roznica

C=A®E, (12)
gdzie fc(V) =fa() + ) A gc) =94 + g5(). (13)
3. Tloczyn

C=A0B, (14)
gdzie fc(¥) =fa®) 5O A 9c(V) = 9a) - g5 (). (15)
4. Tloraz

C=AQB, (16)
gdzie B # 0 oraz fo(y) = fL)/fz ) A gc @) = 9a()/ 9 (17)

5. lloczyn A przez liczbe a € R
aoz=§(a; a; a; a)OAH.

Algebra skierowanych liczb rozmytych umozliwia postugiwanie si¢ pojeciami roz-
mytymi, ilosciowo nieostrymi, w sposob podobny do rachunku na liczbach rzeczywi-
stych. Jedng z wazniejszych zalet OFN jest to, ze nie zawsze wynikiem operacji na
nich jest liczba o wiekszym no$niku. Wykonujac operacje arytmetyczng mozna takze
otrzymac liczbe, ktora interpretuje si¢ jako liczbe rzeczywista i nazywa singletonem, co
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bylo niemozliwe w wyniku wykonywania dziatan na klasycznych liczbach rozmytych
Dowolna liczba rozmyta posiada takze liczbg¢ przeciwng oraz odwrotna.

Warto w tym miejscu nadmieni¢, ze operacje arytmetyczne wprowadzone przez
Kosinskiego sa tozsame z operacjami zdefiniowanymi przez Dubois and Prade
(1978) w sytuacji, gdy OFN posiadaja t¢ samg orientacj¢. Natomiast, gdy liczby
rozmyte posiadajg przeciwne orientacje wynikiem dziatania mogg by¢ niewlasciwe
skierowane liczby rozmyte (Kosinski i inni, 2003), ktoére nie poddaja si¢ juz pro-
stej interpretacji.’ Przyktadowo, niewlasciwe skierowane liczby rozmyte otrzy-
mamy w wyniku operacji dodawania Tr(1;3;7;8) @ Tr(5; 4; 4; 2) oraz mnozenia
<T—r)(1; 3;5,6) ® ('1"—1:(4-; 3;3;1).

W praktycznych zastosowaniach spotykamy si¢ z zagadnieniem porownywania
skierowanych liczb rozmytych. Najczgsciej wykorzystuje sie do tego celu operacje
wyostrzania polegajaca na przypisaniu skierowanej liczbie rozmytej liczby rzeczy-
wistej. W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ szereg propozycji wyostrzania liczb
rozmytych (Chen, Hwang, 1992; Yager, Filev, 1994). Podawane sg takze ogdlne kry-
teria metod wyostrzania stanowigce wytyczne pozwalajace tworzy¢ poprawne modele.
Brak jest jednak jednej uniwersalnej metody wyostrzania, a jej wybor uzalezniony jest
do analizowanego problemu oraz pozadanych przez decydenta wlasnosci procedury.
Podane nizej formuty wyostrzania dotycza dodatnich skierowanych liczb rozmytych.

Twierdzenie 1 (Kosinski, Wilczynska-Sztyma, 2010). Niech Ry ( £5(0); fs(1); gs(1); gS(O)).
Woweczas

dwm(S) =1 £s(1) + (1 — 1) - gs(1), A€ [0;1], (18)

np: ¢FM(§) = fs(1), ¢LM(§) =gs(1), ¢MM(§) = % (fs(1) + gs(1)),

IS4 (£ ()~ g5y

fs(0) # gs(0),

bce (E) = Jy (Fs)-gs))dy (19)
f5(0) fs(0) = g5(0),
9s(1)gs(0)—fs(0)fs(1)
bom (for gs) = {95D+95(0)=F5(0)f5(1) f5(0) # g5(0), (20)
fs(0) fs(0) = g5(0).

5 Ciekawa propozycje modyfikacji teorii skierowanych liczb rozmytych, w ktorej przestrzen liczb
Kosinskiego jest zamknigta ze wzgledu na zmodyfikowane dziatania arytmetyczne zaproponowano w pracy
Piasecki (2017).
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Odleglo$¢ miedzy skierowanymi liczbami rozmytymi ﬁ(a; b;c;d), ﬁ)(p; q;1;s)
wyznacza si¢ zgodnie ze wzorem:

d (W(a; bic;d), Tr(p; q; 7; 5)) -

(21)
= \/0,25((a —p)?2+ b —q)?+ (c—1r)?+(d - s)?).
Ponadto

max (W(a; b;c;d), Tr(p; q; 73 S)) =

(22)
= Tr(max(a, p) ; max(b, q) ; max(c, ) ; max(d, s)),

min (W(a; b;c;d), Tr(p; ;73 S)) =

(23)

= Tr(min(a, p); min(b, q) ; min(c,r); min(d,s)).

4. PRZYKEADY INTERPRETACIJI ORIENTACJI SKIEROWANYCH LICZB ROZMYTYCH

Bilgig, Tiirken (2000) wyrdzniaja pie¢ sposobdw interpretacji informacji przeno-
szonej przez zbiory rozmyte: w terminach wiarygodnosci, zbioréw losowych, podo-
bienstwa, uzytecznosci oraz pomiaru. Metody konstrukcji funkcji przynalezno$ci moga
wykorzystywacé oceny eksperta (zespolu ekspertow) a takze wyniki obiektywnych
pomiaréw. W swoje pracy Bilgic i Tiirken opisuja takze gldowne metody oceny funkcji
przynaleznos$ci tj. metoda ankietowa, bezposredniej oceny, oceny odwrotnej, oceny
przedziatowej, metode egzemplifikacji oraz metod¢ poréwnan parami.

Dwie podstawowe interpretacje liczby rozmytej, to: stopien, w jakim zmienna
posiada pewna wlasno$¢ oraz mozliwosé, z jaka pewna wielko$¢ przyjmie okreslona
warto$¢. Interpretacje t¢ mozna takze przenie$¢ na skierowane liczby rozmyte, ktérym
odpowiada klasyczna funkcja przynaleznosci. Dodatkowo skierowanie liczby rozmyte;j
rozszerza potencjalne mozliwosci interpretacji, a takze zastosowan liczb rozmytych.
W pracach Kosinski (2006), Kacprzak (2010) znajdziemy przyktady wykorzystania
orientacji skierowanej liczby rozmytej np. do opisu prognoz, tendencji, ocen, charak-
teru zmian wartosci cechy czy parametréw. Sytuacje pozadanego wzrostu warto$ci
cechy reprezentuje dodatnia orientacja skierowanej liczby rozmytej, a niepozadanego
wzrostu ujemna orientacja liczby rozmytej. W pracy Wilczynska-Sztyma (2009)
przedstawiono rozwazania na temat obserwacji rozmytej, gdzie ,,czas lub monoto-
niczno$¢ (narastanie, zanikanie zjawiska) moze by¢ dla projektanta systemu decy-
dujacym czynnikiem wplywajacym na skierowanie liczb”, mozliwos$ci interpretacji
skierowania liczby rozmytej jako wyznacznika kierunku ruchu, do analizy tendencji
oraz dynamiki badanego zjawiska.
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Orientacj¢ skierowanej liczby rozmytej mozna takze wykorzysta¢ do reprezentacji
typu kryterium w rozmytych metodach wielokryterialnych. W przypadku kryterium
typu zysk, tzn. ,,im wigcej tym lepiej” dane moga by¢ reprezentowane przez skiero-
wane liczby rozmyte o dodatniej orientacji, a typu strata, tzn. ,,im mniej tym lepiej”
o ujemne;j orientacji (Kacprzak, Roszkowska, 2014, 2016).

Ponizej zaprezentowano wybrane przyktady wskazujace na r6zne mozliwosci inter-
pretacji orientacji skierowanych liczb rozmytych.

Przyklad 1. Liczba rozmyta moze oznacza¢ stopien, w jakim obiekt posiada pewng
wlasnos¢. Cena towaru na poziomie ,,0kofo 102,5 PLN”, wahajaca si¢ migdzy war-
tosciami 100 PLN i 105 PLN moze by¢ reprezentowana przez skierowang trapezowa
liczbg rozmyta. Wartos¢ 102,5 PLN oznacza doktadnie ceng 102,5 PLN, czyli wlasnos$¢
spetniona jest w stopniu 1, warto$ci ponizej 102 PLN oraz powyzej 105 PLN juz brak
tej wlasnosci (okofo 102,5 PLN), czyli wlasnos¢ w stopniu 0. Warto$ci pomigdzy
100 PLN oraz 105 PLN beda cena okofo w roznym stopniu, przy czym im cena blizsza
jest 102 PLN, tym stopien blizszy jest 1. Poniewaz dla Sprzedajacego ,,im wyzsza
cena tym lepiej”, wigc cena ,,okofo 102,5 PLN” bedzie reprezentowana przez skiero-
wana liczbg rozmyta 7‘7(100; 102,5;102,5; 105) o dodatniej orientacji. Z kolei dla
Kupujacego, gdzie ,,im nizsza cena tym lepiej” — przez skierowang liczbe rozmyta
(7"_7:(105; 102,5; 102,5; 100) o ujemnej orientacji.

Kupujacy moze takze uwazaé, cene Zalgpu na poziomie ,,0kofo 102,5 PLN” za
cene ,,wysokq”, wowczas liczba rozmyta Tr(lOO; 102,5;102,5; 105) reprezentuje
wyrazenie ,,cena wysoka”. Z kolei Sprzedajacy cene sprzedazy ,,okofo 102,5 PLN”
uznaje za niskq. Wowczas liczba rozmyta Tr(105;102,5;102,5; 100) reprezentuje
dla Sprzedajacego wyrazenie ,,cena niska”.

Przyklad 2. Skierowanie liczby rozmytej moze okresla¢ rodzaj kryterium w roz-
mytych metodach wielokryterialnych, tzn. w przypadku kryterium typu zysk zmienne
reprezentowane sg przez skierowane liczby rozmyte o dodatniej orientacji, a kryterium
typu strata przez skierowane liczby rozmyte o ujemnej orientacji (rysunek 4).

a) Sprzedajacy b) Kupujacy
b)

a
))\

100 1705 1.|10 {15

Rysunek 4. Reprezentacja ceny towaru w negocjacjach mi¢dzy kupujacym i sprzedajacym
za pomoca skierowanych liczb rozmytych

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Przyklad 3. Liczba rozmyta moze by¢ pewnego rodzaju odpowiednikiem roz-
ktadu prawdopodobienstwa i przedstawia¢ rozktad mozliwo$ci zaistnienia pewnego
zdarzenia. Przyjmijmy, ze trapezowa skierowana liczba rozmyta Tr(a; b; c; d) przed-
stawia rozktad mozliwosci przysztego np. przychodu, kosztu czy zyskiem firmy, ktory
w danym momencie jest nieznany, a zostal wygenerowanego na podstawie dialogu
z ekspertami, ich wiedzy lub subiektywnego odczucia (Norwich, Turksen, 2004).
Ekspert uwaza, iz warto$ci poza przedzialem (a, d) sa niemozliwe, warto$ci z prze-
dziatu (¢, d) s mozliwe w stopniu 1, a pozostate warto$ci w r6znym stopniu, ale tym
wigkszym, im blizsze sg one liczbie z przedziatu (c, d). Skierowanie liczby rozmytej
wykorzystuje si¢ do zobrazowania tendencji wzrostowej lub spadkowej. Jesli istnieje
przypuszczenie, ze przychod/zyski/dochdd/ beda rosty w czasie wtedy skierowanie
liczby rozmytej bedzie dodatnie, przeciwnym przypadku — ujemne. Tabela 1 zawiera
wyznaczony przewidywalny dochdd firmy, gdzie przychody i koszty wyrazone zostaty
za pomocg skierowanych liczb rozmytych (por. Wilczynska-Sztyma, 2009).

Tabela 1.
Reprezentacja prognozowanego przychodu, kosztow oraz dochodu firmy
za pomoca skierowanych liczb rozmytych
Lp. Przychod (P) Koszty (K) Dochod (D = P — K)
1. Tr(100; 102; 104; 110) Tr(50;51;52;55) Tr(50;51;52;55)
2. T7(100; 102; 104; 110) T7(50; 60; 62; 70) Tr(50; 42; 42; 40)
3 T7(100; 102; 104; 110) Tr(50; 48; 46; 45) T7(50; 54; 58; 65)
4, Tr(100; 102; 104; 110) Tr(50; 65; 66; 70) Tr(50; 37; 38; 40)

Zrodto: opracowanie wilasne.

Zatozmy, ze przychod firmy zostat przedstawiony za pomocag liczby
Tr(100;102; 104; 110). Warto$é 100 jest wyjsciowym punktem, dla kérego progno-
zowane przychody majg wzrosna¢, a przedzial przedziat (102,104) informuje o pro-
gnozowanych optymalnych warto$ciach przychodu. .

1) Prognozowane koszty zostaty przedstawione za pomocg liczby Tr(50; 55; 58; 60).
Woéwezas wzrostowi kosztow od 50 do 55, odpowiada wzrost prognozowanych
przychodéw od 100 do 110, ale takze wzrost prognozowanego dochodu od 50 do 55.

2) Prognozowane koszty zostaly przedstawione za pomoca liczby Tr(50; 60; 62; 70).
Wowczas wzrostowi kosztow od 50 do 70 odpowiada wzrost prognozowanych
przychoddéw od 100 do 110, ale spadek dochodu od 50 do 40.

3) Prognozowane koszty zostaly przedstawione za pomocag liczby Tr(50; 48; 46; 45).
Woéwezas spadkowi kosztow od 50 do 45 odpowiada wzrost prognozowanych
przychodow od 100 do 110 oraz wzrost dochodu od 50 do 65.

4) Prognozowane koszty zostaty przedstawione za pomocg liczby Tr(50; 65; 66; 70).
W wyniku dziatania odejmowania na liczbach skierowanych otrzymujemy nie-
wlasciwg liczbe rozmyta.
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Przyklad 4. Zbiory rozmyte umozliwiaja opis zjawisk przy uzyciu okreslen jako-
sciowych. Pojecie zmiennej lingwistycznej, ktora przyjmuje jako swe wartosci wyra-
zenia z jezyka naturalnego, utozsamiane z okreslonymi zbiorami rozmytymi zostato
wprowadzone przez Zadeha (1975). Wyrazenia z jezyka potocznego np.: bardzo staby,
slaby, sredni, dobry, bardzo dobry itp. moga by¢ zapisane formalnie w postaci odpo-
wiednio skonstruowanych zbiorow rozmytych. Ponizej przedstawimy propozycje skali
numerycznej oraz opartej na niej lingwistycznej wykorzystujacej skierowane liczby
rozmyte. Skierowanie liczby rozmytej pozwala na rozszerzenie skali numerycznej
zadanej okresleniami typu doktadnie a, przez wyrazenia co najmniej a oraz co naj-
wyzej, a w konsekwencji rozszerzenie skali lingwistycznej zadanej okre$leniami np.
dobry, przez wyrazenia co najwyzej dobry, co najmniej dobry. Do okreslenia wartosci
liczbowej wyrazen lingwistycznych wykorzystamy skierowane trapezowe liczby roz-
myte (rysunek 5, tabela 2), (Kacprzak, Roszkowska, 2014, 2016).

a) b) c)
- A A .
T it ) W(a;a;a+%;a+1) W(a+1;a+1;a+i;a)
1 1
S5 1\4 > / >
z 1 T > T T >
a X a a+ % at1 X a a+ % a+1 X
a) doktadnie a (,.a”) b) ,,co najmniej” a, ¢) ,,co najwyzej” a+1
(,,nie wigcej” niz atl) (ale nie mniej niz a)
(CNM.a) (CNW.a)

Rysunek 5. Skierowane liczby rozmyte i ich numeryczna interpretacja
Zrédto: opracowanie whasne (por. Kacprzak, Roszkowska, 2016).

Zaletg proponowanego podejscia jest fakt, ze, w wyniku dziatan na wyrazeniach
typu ,,co najmniej” oraz ,,co najwyzej” mozliwe jest otrzymanie ocen doktadnych,
reprezentowanych przez singletony. Mamy mianowicie:

Tr(a;a;a+05a+ 1) @ Tr(b;b;b—0,5 b—1) =Tr(a+b;a+ b;a + b;a + b).

Tabela 2.

Skala lingwistyczna oraz skala numeryczna oparta na skierowanych liczbach rozmytych

. . . Skala Skala . .
Zmienne lingwistyczne . . Skierowana trapezowa liczba rozmyta
lingwistyczna | Numeryczna
Bardzo slaby BS 1 )71 = <7'—1')(1; 1;1;1)
Co najmniej Bardzo Staby L.BS CNM.1 )?Gl =Tr(1;1;1,5;2)

Co najwyzej Staby M.S CNW.2 X, =Tr2;2;15;1)
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Tabela 2. (cd.)

Zmienne lingwistyczne . Sl.<a1a Skala Skierowana trapezowa liczba rozmyta
lingwistyczna | Numeryczna
Staby s 2 X, =Tr(2;2;2;2)
Co najmniej Staby L.S CN.2 X, =Tr(2;2;2.,5;3)
Co najwyzej Sredni M.SR CNW.3 X, =Tr(3;3;25;2)
Sredni SR 3 X; =Tr(3;3;3;3)
Co najmniej Sredni L.SR CNW.3 X3 =Tr(3;3;3,54)
Co najwyzej Dobry M.D CN.4 X, = Tr(4;4;3,53)
Dobry D 4 X, =Tr(4;4,4;4)
Co najmniej Dobry L.D CNW.4 X;4 = Tr(4;4;4,5;5)
Co najwyzej Bardzo Dobry M.BD LE.5 )7,45 = (TTT)(S; 5;4,5;4)
Bardzo Dobry BD 5 ?5 =Tr(5;5;5;5)

Zmienne lingwistyczne pogrubione odpowiadaja skali numerycznej ,,doktadnie a”, a = 1,2,3,4,5.

Zrodho: opracowanie whasne (por. Kacprzak, Roszkowska, 2016).

Podstawowa 5-stopniowa skala numeryczna oraz lingwistyczna oparta na skierowa-
nych liczbach rozmytych ma postac:

PSL ={X; = Tr(j;j; 5 ):j = 1,2, ...5}. (24)

Rozszerzona 5-skala numeryczna oraz lingwistyczna oparta na skierowanych liczbach
rozmytych ma postac:

SL={X;:j=1,..5 u{X,;:j=2..5U{Xg:j=1,...4} (25)
gdzie: X; = TrG;j;i;0), Xy = TrGs ;i — 0,55 — 1), X5 = Tr(;j;j + 0,55 + 1).

5. METODY WIELOKRYTERIALNE
OPARTE NA SKIEROWANYCH LICZBACH ROZMYTYCH

Wielokryterialne wspomaganie decyzji jest dyscypling naukowa wywodzaca si¢
z badan operacyjnych i definiowang jako rozwigzywanie ztozonych problemow decy-
zyjnych, w ktorych uwzglednia si¢ wiele, czesto przeciwstawnych punktow widzenia.
Metodami wielokryterialnymi okreslane sg metody konstrukcji rankingu, wyboru lub
klasyfikacji, ktore uwzgledniaja istnienie wielu kryteriow podlegajacych optymali-
zacji (Chen, Hwang, 1992; Trzaskalik, 2014). Wariant decyzyjny na etapie wstepnym
sktada¢ si¢ moze z wartosci nieporownywalnych ze sobg np. wartosci rzeczywistych,
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przedziatowych, rozmytych czy zmiennych lingwistycznych. Stad niezbedna jest jego

konwersja do postaci umozliwiajacej operacje porownawcze. Przyjmujemy, ze dowolny

wariant decyzyjny jest reprezentowany przez skierowane trapezowe liczby rozmyte.
Problem decyzyjny mozna opisa¢ nastgpujaco:

Niech
- T = {C;, C,, ..., C,} — zbior kryteriow,
- = {4,, A2, o, A} — zbidr wariantow decyzyjnych,
- A= (Xl 1,Xl 25 e ln) - reprezentaqa warlantu decyzyjnego przez skierowane

trapezowe liczby rozmyte gdzie X, ij= Tr(al i bijiciji d; J) reprezentacja i-tego
wariantu decyzyjnego ze wzgledu na j-te kryterium, a;j, b;j, ¢;j, d;; € R, a;; > 0.

Dodatkowo, w przypadku, gdy j jest kryterium typu zysk X ; jest trapezowq liczba
rozmyta o dodatniej orientacji, a gdy j — kryterium typu strata — o ujemne;j orien-
tacji.

— W= [wy, Wy, ...,w,] — wektor wag, w; € R oraz )i~ w; = 1.

W metodach wielokryterialnym istotng role odgrywa operacja normalizacji zmien-
nych. Ponizej prezentujemy dwie formuty normalizacyjne dla skierowanych liczb roz-
mytych, ktére sag odpowiednikami formut normalizacyjnych dla klasycznych liczb
rozmytych (Chen, 2000; Roszkowska, 2014):

a)
Xn, = (a2 U ) jegli j jest kryterium t k,
n; = i g g dmax jesli j jest kryterium typu zys
26
- gmin  gmin  min  min ( )
Xn,; = ( Lt )Jes'lljjest kryterium typu strata,
' aij = by = cij  dij
gdzie /™" = min; a;;, d"** = max; d;;.
b)
— aij—a}"in ) bij—a}"i" ) c-j—a}- o dij— a-
Xni,j - (d;nax_a?tin' d}nax_a;nin' max— a;nm 4 dmax a;nm JeShJ JeSt kryterlum typu ZySk
d.
J
(27)
— aMx_q.. @M _p aT¥ ¢, amer_g;;
— J u_, J U, J i . J
Xn, ;=\ g mm s rar m aan i g amm jeslij jest kryterium typu strata,
j I J j
dzie a™™ = min, a;;, d™** = max; d;; wyznaczane sa z wykorzystaniem wzorow
j i %ij i %ij

(23)-(22).
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FSAW OPARTA NA SKIEROWANYCH LICZBACH ROZMYTYCH
W rozmytej procedurze SAW (FSAW) wariantowi decyzyjnemu przypisuje si¢
kombinacje liniowa wektora wagowego oraz znormalizowanych warto$ci opcji warian-
tow decyzyjnych zgodnie ze wzorem (por. Kacprzak, Roszkowska, 2016):
FSAW (A) =w,oXn,, ®wyoXn,, ® ..®w,°Xn,,, (28)

gdzie w; € R oraz )., w; = 1.

W sytuacji, gdy warianty decyzyjne sa oceniane na wspdlnej skali lingwistycznej,
czyli

X, €LS={X;:j=12,..,r}u{X,;:j =234} U{X;:j =123 r—1},

gdzie: X; = Tr(j;j; ;). X, = Tr (s j;j — 0,5;§ — 1), Xg; = Tr(j; j;j + 0,5;j + 1) mozemy
przyjac:

FSAW,(A) =w; o X;, ®@w,0X,, ® ..Ow,oX,,, (29)
gdzie w; € R oraz Y., w; = 1.

Nastepnie do porownania liczb skierowanych liczb rozmytych mozna wykorzystac
jedna z operacji wyostrzania skierowanych liczb rozmytych ((18)—(20)).

FTOPSIS OPARTA NA SKIEROWANYCH LICZBACH ROZMYTYCH
W przypadku rozmytej metody FTOPSIS z wykorzystaniem skierowanych trapezo-
wych liczb rozmytych wyznacza si¢ dodatkowo rozwigzanie idealne oraz anty-idealne.
Rozwigzanie idealne ma postaé:

FPIS = (I; Tp; ..; T, ) € &, (30)

gdzie (I_; = max; ﬁir z wykorzystaniem wzoru (22).
Rozwigzanie anty-idealne ma postac:

FNIS = (Al,, Al,, ..., AL, ) € &", GD

gdzie mr = min; Wlir z wykorzystaniem wzoru (23).
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Jesli warianty decyzyjne sa oceniane na wspolnej skali lingwistycznej (22), czyli
X, €LS={X:j=12,..,r}U{X,;:j =234 r}U{Xs:j =123 r—1},

przyjmujemy

—

(I_; = )7, oraz AlL. = fl r=12,..,n. (32)

Warto$¢ syntetycznego miernika (oceny) i-tego wariantu 4; obliczamy zgodnie ze
wzorem (por. Kacprzak, Roszkowska, 2014):

d(A;, FNIS)

FTOPSIS(A) = Sy o vata, o1s)’

(33)

gdzie:

d(A;, FPIS) = X7 w; - d(Xn”, ) — odleglos¢ wariantu decyzyjnego A; od FPIS,
d(A;, FNIS) = YT w; - d(XU,AI1 ) — odleglos¢ wariantu decyzyjnego A; od FNIS
(i=12,..m)z wykorzystamem wzoru (21).

Warianty decyzyjne ze zbioru X = {4,, 4,, ..., Ay} porzadkujemy nastepnie
liniowo ze wzgledu na malejaca warto$¢ miernika ich oceny FTOPSIS(A;).

Warto przy tym zaznaczy¢, ze zaletg skali lingwistycznej (24) jest to, iz w wyniku
operacji na skierowanych trapezowych liczbach rozmytych w procedurze FSAW lub
FTOPSIS otrzymujemy tylko wilasciwe skierowane liczby rozmyte. Proponowane
podejscie budowy skali lingwistycznej wykorzystujacej skierowanie liczby rozmytej
moze by¢ modyfikowane, trzeba jednak uwzgledni¢ problem wystgpienia i ewentu-
alnej interpretacji niewlasciwej skierowanej liczby rozmytej jako wynik czastkowych
operacji procedury agregujacej czastkowe oceny.

6. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

W niniejszym opracowaniu uzyteczno$¢ metody FSAW oraz FTOPSIS zapre-
zentowano na przykladzie budowy systemu oceny ofert negocjacyjnych. Narzedzia
wielokryterialnej analizy decyzyjnej (Kilgour i inni, 2010; Salo, Himaéldinen, 2010)
sa z powodzeniem do budowy systemu oceny ofert ze wzgledu na fakt, Ze analiza
negocjacyjna wymaga zwykle uwzglednienia jednoczesnie wielu konfliktowych kwe-
stii stanowigcych przedmiot rozméw. Metody rozmyte, tj. FSAW oraz FTOPSIS moga
by¢ przydatne szczegdlnie do oceny ofert negocjacyjnych w stabo ustrukturyzowanych
problemach negocjacyjnych, tzn. w sytuacji, gdy informacja o wartosciach opcji jest
nieprecyzyjna, niedoktadna lub okreslona za pomoca wyrazen werbalnych, a takze
gdy ocena wariantdOw porozumienia wymaga uwzglednienia danych z réznych zrodet
1 o réznym charakterze.

Prezentowany przyktad, oparty na danych umownych, nie wykorzystuje wszystkich
potencjalnych zastosowan metod: FSAW i FTOPSIS opartych na OFN do analizy
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procesu negocjacji i stuzy jedynie jako jej ilustracja®. W pracy rozwazamy problem
negocjacji kontraktu menedzerskiego migdzy firma a potencjalnym dyrektorem (por.
Wachowicz, 2010). Budujemy system oceny kontraktu kandydata na dyrektora ze
wzgledu na trzy kwestie: f; — wysokos$¢ zarobkow [w PLN], f, — pensum urlopu
gwarantowanego [w dniach] oraz f; — warunki ubezpieczenia na zycie w ramach kon-
traktu. Przyjmujemy, ze obszary negocjacji dla poszczegolnych kwestii maja postac:
f1 <10 000 PLN, 24 000 PLN> dla f;; <20,37> dla f,; {pracownik, 20% pracownik,
80% pracodawca; 50% pracownik, 50% pracodawca; 80% pracownik, 20% praco-
dawca; pracodawca} dla f;. Dla kandydata na dyrektora kwestie f;, f, sa typu zysk,
f3 jest kwestig opisang werbalnie.

Przypadek 1 (skierowane liczby rozmyte). Przyjmujemy, ze kandydat na dyrektora
zdecydowat sie na werbalng ocene kwestii przy wykorzystaniu skali lingwistycznej
(tabela 2). Kandydat na dyrektora jest w stanie zaakceptowac pewne ustepstwa blisko
opcji opisujacych werbalnie warunki ubezpieczenia np. traktujac opcje¢ ubezpieczenia:
50% pracownik, 50% pracodawca jako Q; warunek 60% pracownik, 60% pracodawca
ocenia jako prawie Q (bgdziemy go oznacza¢ jako L.Q), a 40% pracownik, 60% pra-
codawca ocenia jako troche lepszy niz Q oznaczajac M. Q. Przyjmujemy, ze wektor
okreslajacy istotno$¢ kwestii ma postac: w = [0,5; 0,3; 0,2]. Mechanizm ewaluacji
opcji negocjacyjnych kandydata na dyrektora zawarto w tabeli 3.

Tabela 3.
Mechanizm ewaluacji opcji negocjacyjnych przez kandydata na dyrektora
z wykorzystaniem skali lingwistycznej
Zarobki Skala Utlo Skala Ubezpieczenie Skala
lingwistyczna P lingwistyczna na zycie lingwistyczna
<10-12) BS <20-21) BS pracownik BS
o .
<12-12,5) L.BS 2 L.BS 90% pracownik, L.BS
10% pracodawca
85% pracownik
— M. M. ’ M.
<125-13) $ 23 S 15% pracodawca S
80% pracownik
<13-1 S <24-2 S > S
3-15) 3 20% pracodawca
70% pracownik,
<15-1 . 2 . .
5-159) L.s 6 L.s 30% pracodawca L.s
60% pracownik
<15,5— M.SR M.SR ’ M.SR
15,5-16) 2 40% pracodawca

6 Szerzej o zastosowaniach metod wielokryterialnych do analizy procesu negocjacji np. Salo,

Hémaéldinen (2010), Roszkowska, Wachowicz (2016), fuzzy TOPSIS (Roszkowska, Wachowicz, 2015a),
fuzzy SAW (Roszkowska, 2014).
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Tabela 3. (cd.)
Zarobki lingvsvli(:tl;czna Urlop lingvsvli(:tl}flczna Ubizzapiiifiziznie lingvsvli(satl;czna
<16-18) SR <28-29) SR 2802 gzzzg;v’via SR
<18-18,5) L.SR 30 L.SR 2822‘: gzzzg;v’ia L.SR
<18,5-19) M.D 31 M.D ig;‘i g::zz:;v’via M.D
wa |0 e [ o [mmen [
<21-21,5) L.D 34 L.D ;222 gzzzg;‘via L.D
<21,5-22) M.BD 35 M.BD 2822 g::zzg;v‘via SR
<22-24> BD <36-37) BD pracodawca BD

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Przyjmujemy nastegpnie, ze kandydat na dyrektora ocenia dziesie¢ wstepnie wybra-
nych ofert. Oferty te wraz z ich ocenami lingwistycznymi zaprezentowano w tabeli 4.
W kolejnym kroku analizy dokonano transformacji ocen lingwistycznych na skiero-
wane trapezowe liczby rozmyte zgodnie z przyjeta skalg lingwistyczng (26), a nastep-
nie dokonano agregacji ocen czastkowych za pomoca rozmytej metody FSAW oraz

FTOPSIS.
Tabela 4.
Ocena wybranych ofert kontraktu menadzerskiego
Zarobki [PLN] Urlop [dni] Ubezpieczenie na zycie
Oferta . Ocena . Ocena . Ocena
Opcja . . Opcja . . Opcja . .
lingwistyczna lingwistyczna lingwistyczna
90% pracownik,
Ay 11 BS 36 BD 10% pracodawca L.BS
A, 13 S 30 L.SR pracodawca BD
40% pracownik,
Az 13 S 30 L.SR 60% pracodawca L.SR
30% pracownik,
Ay 14 S 30 L.SR 70% pracodawea M.D
40% pracownik,
A 14 1 . .
> s 3 M.D 60% pracodawca L.SR
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Tabela 4. (cd.)

Zarobki [PLN] Urlop [dni] Ubezpieczenie na zycie
Oferta . Ocena . Ocena . Ocena
Opcja . . Opcja . . Opcja . .
lingwistyczna lingwistyczna lingwistyczna
30% pracownik,
As 14 s 3 M.D 70% pracodawca M.D
40% pracownik.
R . ’ .
A7 17 s 26 L.s 60% pracodawca L.5k
85% pracownik
A 1 . 24 ’ M.S
8 85 M.D s 15% pracodawca
50% pracownik.
D ’ SR
A 20 2 s 50% pracodawca
Ay 22 BD 20 BS pracownik BS

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 5 zawiera reprezentacj¢ ofert za pomocg skierowanych trapezowych liczb
rozmytych oraz ich oceng otrzymang za pomoca metody FSAW (por. (27)).

Tabela 5.
Ewaluacja ofert za pomoca skierowanych liczb rozmytych
oraz ocena ofert wyznaczona metodg FSAW
Oferta Zarobki Urlop Ubezpieczenie FSAW (A;)
A Tr(1;1;1; 1) Tr(5;5;5; 5) Tr(1;1;15:2) | Tr(2,2;2,2;2,3;2,4)
A, Tr(2;2;2;2) T7(3;3;3.5;4) Tr(5555) | Tr(2.9;2.9;3.05;3.2)
A; Tr(2;2;2;2) Tr(3;3;3.5;4) Tr(3;3;3.5;4) | Tr(2.5;2.5;2.75;3.0)
Ay Tr(2;2;2;2) Tr(3;3;3.5;4) Tr(4;4;3.5;3) | Tr(2.7;2.7; 2.75; 2.8)
As Tr(2;2;2;2) Tr(4;4;3.5;3) Tr(3;3;3.5;4) | Tr(2.8;2.8;2.75;2.7)
As Tr(2;2;2;2) Tr(4;4;3.5;3) Tr(4;4;3.5;3) | Tr(3.0;3.0;2.75; 2.5)
A, Tr(3;3;3;3) Tr(2;2;2.5;3) Tr(3;3;3.5;4) | Tr(2.7;2.7;2.95;3.2)
Ag Tr(4; 4;3.5;3) Tr(2;2;2;2) Tr(3;3;2.5;2) | Tr(3.2;3.2;2.85;2.5)
Ay Tr(4; 4; 4; 4) Tr(2;2;2;2) Tr(3;3;3;3) Tr(3.2;3.2;3.2;3.2)
Ao Tr(5;5;5; 5) Tr(1;1;1;1) Tr(1;1;1;1) T7(3.0;3.0; 3.0;3.0)

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Oceng i ranking ofert otrzymanych metoda FSAW przy wykorzystaniu metod
wyostrzania (18)—(20) zawarto w tabeli 6.
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Tabela 6.

Ocena i ranking ofert otrzymanych metoda FSAW przy wykorzystaniu ré6znych metod wyostrzania
(WM dla A = 0,1)

Oferta| FM |Ranga| LM |[Ranga| MM |Ranga 0 \Zl\g’ ) Ranga| CG |Ranga| GM |Ranga
Ay 2,20 10 2,30 10 2,25 10 2,29 10 2,28 10 2,27 10
A, | 2,90 5 | 3,05 2 | 2,98 4 3,04 2 | 3,02 2 | 3,00 2
Ay | 2,50 9 | 275 6 | 2,63 9 2,73 9 | 2,69 9 | 2,67 9
Ay | 2,70 7 2,75 6 | 2,73 8 2,75 8 2,74 8 2,73 8
As | 2,80 6 | 2,75 6 | 2,78 7 2,76 7 2,76 7 2,71 7
Ag | 3,00 3 2,75 6 | 2,88 5 2,78 6 2,81 6 | 2,83 6
A; | 2,70 7 2,95 4 | 2,83 6 2,93 4 | 2,389 5 2,87 5
Ag | 3,20 1 | 285 5 | 3,03 2 2,89 5 | 2093 4 | 297 4
Ay 3,20 1 3,20 1 3,20 1 3,20 1 3,20 1 3,20 1
Ay | 3,00 3 3,00 3 3,00 3 3,00 3 3,00 3 3,00 2

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zauwazmy, ze wybor techniki wyostrzania wymaga od decydenta pewnego kom-
promisu pomiedzy stratg informacji zawartych w wielkosciach rozmytych a nie-
mozno$ciag podjecia decyzji. Stad wybor ten powinien by¢ przemyslany i dokonany
z uwzglednieniem zarowno wiasnosci poszczegdlnych formut jak i preferencji decy-
denta. W naszym przypadku, niezaleznie od wyboru metody wyostrzania najlepsza
oferta okazata si¢ oferta Ay, najgorszg oferta A;.

Ranking ofert otrzymany przy zastosowaniu procedury FTOPSIS (30) zawiera

tabela 7.
Tabela 7.
Ocena i ranking ofert otrzymanych metoda FTOPSIS (przypadek 1)
Oferta d(A;, FPIS) d(4;, FNIS) FTOPSIS(4A;) Ranga
A 5,459 2,624 0,325 10
A, 4,006 4,047 0,503 2
Aj 4,677 3,411 0,422 9
Ay 4,581 3,510 0,434 8
As 4,533 3,559 0,440 7
Ag 4,436 3,658 0,452 6
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Tabela 7. (cd.)

Oferta d(4;, FPIS) d(A;, FNIS) FTOPSIS(4;) Ranga
A, 4265 3,826 0,473 5
Ag 4201 3,928 0,483 4
Ao 3,600 4,400 0,550 1
A 4,000 4,000 0,500 3

Zrodto: opracowanie wilasne.

Takze i w przypadku metody FTOPSIS najlepsza oferta okazata si¢ oferta Ao,
najgorszg A;. Zaleta metody FTOPSIS jest mozliwo$¢ oceny odleglosci analizowane;j
oferty od oferty idealnej. Warto$¢ wskaznika 0,555 wskazuje, ze oferta Ay chociaz
najlepsza sposrod 10 ocenianych, jest jednak daleka od oferty idealnej, ktorej wartos¢
wynosi 1.

Przypadek 2 (liczby rozmyte). Zat6zmy teraz, ze kandydat na dyrektora stosujac
werbalng ocene opcji stosuje uproszczong skale werbalng opartg na liczbach rozmy-
tych. Przyjmujemy, ze obie oceny werbalne troche mniej niz j reprezentowang przez
skierowang liczbe rozmyta X, = W(j ;51— 0,55 ;1) oraz trochg wiecej niz j — 1
reprezentowang przez skierowang liczbe rozmyta Tr(j — 1;j — 1;j — 0,5;j) zastepo-
wane sg oceng pomiedzy j — 1 oraz j, reprezentowang przez skierowang liczbg roz-
mytg postaci Tr(j — 1;j + 0,5; j + 0,5;]) (bedaca liczba rozmyta w klasycznym uje-
ciu). Woéwecezas rozszerzona 5-skala numeryczna oraz lingwistyczna oparta na liczbach
rozmytych ma postac:

SL={X;:j=1,..5U{Xp; 1,:) =2,...5}, (34)

gdzie: Xj = Tr(;j;ji 1), Xpjo1j = T7(G — 1) — 0,5 = 0,5;)).
Tabela 8 zawiera reprezentacj¢ ofert za pomocg trapezowych liczb rozmytych

wyznaczonych w oparciu o skalg (34) oraz ich ocene otrzymang za pomoca metody
FSAW (por. (29)).

Tabela 8.

Ewaluacja ofert za pomoca liczb rozmytych oraz ocena i ranking ofert wyznaczona metoda FSAW
(przypadek 2)

Oferta Zarobki Urlop Ubezpieczenie FSAW (A;) W* | Ranga

A W(l; 1;1;1) (777;(5; 5;5;5) W(l; 1,5;1,5;2) (’177:(2,2; 2,3;2,3;2,4) 2,30 10

A | Tr2;2,2;,2) |Tr(3;35354) | Tr(5555) | Tr(2,93,053,0532) | 305 | 2

As | Tr(2;2;2;2) |Tr(3;3,53,5;4) | Tr(3;3,5;3,5;4) | Tr(2,5;2,75;2,75;3,0) | 2,75 | 6
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Tabela 8. (cd.)
Oferta Zarobki Urlop Ubezpieczenie FSAW (A)) W* | Ranga
A, | Tr(2;2;2;2) |Tr(3;3,5;3,54) | Tr(3;3,53,5;4) | Tr(2,5;2,75;2,75;3,0) | 2,75 | 6
As | Tr(2,2;2;2) |Tr(3;3,53,54) | Tr(3;3,5 3,5 4) | Tr(2,5;2,75;2,75;3,0) | 275 | 6
As | Tr(2;2;2;2) |Tr(3;3,53,5;4) | Tr(3;3,5;3,54) | Tr(2,5;2,75;2,75;3,0) | 2,75 | 6
A; | Tr(3;3;3;3) |Tr(2;25;25;3) | Tr(3;3,53,54) | Tr(2,7;2,95;2,95;3,2) | 295 | 4
Ay |Tr(3;3,5;3,54) Tr(2;2;2;2) |Tr(2;25;25;3) | Tr(2,5;2,85;2,85;3,2) | 285 | 5
Ay | Tr(4;4;4;4) | Tr2;2;2;2) Tr(3;3;3;3) Tr(3,2;3,2;3,2;3,2) | 320 | 1
Ay | Tr(5;5;5;5) | Tr(1;1,1;1) Tr(1;1;1; 1) Tr(3,0;3,0;3,0;3,0) | 3,00 | 3

* W € {FOM, LM, MN, WM X- dowolne, CG,GM}.

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Ranking ofert otrzymany przy zastosowaniu procedury FTOPSIS (30) zawiera

tabela 9.
Tabela 9.
Ocena i ranking ofert otrzymanych metoda FTOPSIS (przypadek 2)

Oferta d(A;, FPIS) d(A;, FNIS) FTOPSIS(A;) Ranga
Ay 5,407 2,645 0,328 10
A, 3,925 4,115 0,512 2
Ay 4,541 3,525 0,437 6
Ay 4,541 3,525 0,437 6
As 4,541 3,525 0,437 6
Ag 4,541 3,525 0,437 6
Ay 4,131 3,935 0,488 4
Ag 4,351 3,741 0,462 5
Ag 3,600 4,400 0,550 1
Ay 4,000 4,000 0,500 3

Zrodto: opracowanie wilasne.

Zauwazmy, ze skala oparta tylko na liczbach rozmytych jest ubozsza, gdyz nie
pozwala na rozroznienie wartosci ofert A3—A6 zard6wno przy stosowaniu procedury
FSAW jak i FTOPSIS. Co wigcej, wszystkie metody wyostrzania dla FSAW prowadza
do takiej samej oceny ofert.
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Ponizszy przyktad wskazuje, ze obie metody FSAW oraz FTOPSIS moga by¢
uzytecznym narzedziem do oceny ofert negocjacyjnych ze wzgledu na prostote obli-
czeniowa, a takze tatwo$¢ interpretacji otrzymanych wynikéw. Metody te mogg zna-
lez¢ szczegblnie zastosowanie w sytuacjach, gdy zagadnienia negocjacyjne sg opisane
w rozny sposob, tj. przez wartosci precyzyjne, przyblizone, czy wyrazone werbalnie.
Przyjeta w przyktadzie skala lingwistyczna rozszerzyta zakres ocen pozioméw reali-
zacji kwestii negocjacyjnych, a takze umozliwita, dzigki przyjetemu mechanizmowi
niezalezng ocen¢ kazdej z ofert, co moze by¢ uzyteczne w ocenie ofert.

Badania Roszkowska, Wachowicz (2015b) wskazuja na liczne problemy zwigzane
z procesem tworzenia systemu oceny ofert negocjacyjnych, niewtasciwe operowanie
punktami ratingowymi SAW oraz bledne interpretacje ocen tego systemu. Negocjatorzy
stosuja rézne bledy percepcyjne zwigzane z heurystykami, ktore moga prowadzi¢ do
braku spojnosci preferencji oraz btgdow przy podejmowaniu decyzji. Z drugiej strony
decydenci chetnie postuguja si¢ ocenami werbalnymi w procesie decyzyjnym, stad
uzyteczne wydaje si¢ wykorzystanie metod opartych na zmiennych lingwistycznych
do oceny ofert negocjacyjnych.

7. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono przyktady wykorzystania skierowanych liczb rozmytych do
modelowania decyzji wielokryterialnych. Glowne zalety wykorzystania skierowanych
liczb rozmytych w problemach decyzyjnych to: mozliwo$¢ wykonywania dziatan na
OFN w sposob podobny do rachunku na liczbach rzeczywistych, reprezentacja typu
kryterium przez skierowanie liczby rozmytej, rozszerzenie skali numerycznej oraz
lingwistycznej. Niemniej nalezy tez zwrdci¢ uwage na pewne ograniczenia modelu
skierowanych liczb rozmytych (zasygnalizowane takze w pracy), a zwigzane z inter-
pretacja tzw. niewfasciwych liczb rozmytych, szczegbdlnie w sytuacji wykonywania
operacji arytmetycznych (w szczegdlnosci, gdy otrzymujemy je podczas wykonywania
operacji arytmetycznych na wtasciwych OFN). Problematyka niewtasciwych skiero-
wanych liczb rozmytych powinna by¢ zatem przedmiotem dalszych badan, nie tylko
w odniesieniu do podejmowania decyzji wielokryterialnych.
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O MOZLIWOSCIACH WYKORZYSTANIA SKIEROWANYCH LICZB ROZMYTYCH
DO PODEJMOWANIA DECYZJI WIELOKRYTERIALNYCH

Streszczenie

Celem opracowania jest prezentacja mozliwosci wykorzystania skierowanych liczb rozmytych
(OFN) do podejmowania decyzji wielokryterialnych. W pracy przedstawiono przyklady interpretacji
OFN, propozycje wykorzystania OFN w rozmytych metodach wielokryterialnych do reprezentacji typu
kryterium oraz wyrazen lingwistycznych. Oméwiono rozmyte procedury SAW oraz TOPSIS oparte na
OFN, ktore pozwalaja na uwzglednienie niejednoznaczno$ci, nieprecyzyjnosci oraz opisow werbalnych
w ocenie wariantow decyzyjnych. Artykut ma charakter metodologiczny i moze stanowi¢ inspiracje do
dalszych badan nad zastosowaniem OFN w metodach wielokryterialnych.

Stowa kluczowe: metody wielokryterialne, skierowane liczby rozmyte, zmienne lingwistyczne,
rozmyta SAW, rozmyta TOPSIS

THE APPLICATION ORDERED FUZZY NUMBERS
TO MULTI-CRITERIA DECISION MAKING

Abstract

The main goal of the paper is presentation some possibilities of application ordered fuzzy numbers
in multi-criteria decision making. In the paper we present several examples of interpretation ordering
fuzzy numbers, propositions application ordered fuzzy numbers in multi-criteria decision making for
representation type of criterion as well verbal description. The fuzzy saw and fuzzy TOPSIS methods
based on ordered fuzzy numbers were presented. The paper have a methodological character and can
inspire to future research concerning application ordered numbers in multi-criteria decision making.

Keywords: multi-criteria decision ma king, ordered fuzzy numbers, linguistic variables, fuzzy
SAW, fuzzy TOPSIS



