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MATEMATYKA
[ SZTUKA

Matematyka i sztuka wydaja sie bardzo odlegte,
wrecz przeciwstawne, jednak w rzeczywistosci
taczy je bardzo wiele. Jakie sg te zwigzki
i zczego wynikajg?

Robert A. Wolak

Instytut Matematyki
Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie

y dobrze zrozumie¢ wzajemne zaleznosci ma-

tematyki i sztuki oraz wzajemne wplywy, trze-
ba sobie uzmystowi¢, czym jest matematyka, a czym
sztuka. To, czego uczy sie w szkole, daje male pojecie
o tym, czym byla matematyka historycznie, a juz zu-
pelnie niewielkie o tym, jaka nauka jest obecnie.

Czym byta matematyka?

Historycznie ujmujac, pierwotnie w Egipcie i Ba-
bilonii matematyka dawata narzedzia opisu $wiata,
tworzyta procedury ich zastosowania w odpowiedzi
na pytania i problemy pojawiajace si¢ przed cztowie-
kiem. Operowano liczbami i konkretnymi figurami
geometrycznymi o podanych wymiarach. W staro-
zytnej Grecji rozwinelo sie odmienne, abstrakcyjne
podejscie do tej nauki. Byla ona oparta na filozofii
i badata obiekty idealne, nie konkretne. Bardzo waz-
ng role odegrat Pitagoras i szkota mistyczno-mate-
matyczna, ktorg zalozyt w Krotonie w 529 roku p.n.e.
Platon w dialogu Timajos pisal, ze Bog stworzyl §wiat
wedlug ,,idei” (,formy”) i ,liczby”. Podobno nad wej-
$ciem do Akademii Platonskiej znajdowat sie napis:
»Niech nie wchodzi tu nikt, kto nie zna sie na geome-
trii”. Geometria i matematyka byly uwazane za pod-
stawe wszelkich nauk, narzedzie do opisu $wiata,

a zatem za droge do prawdziwej wiedzy, poznania
Stworzyciela czy tez prawdziwego $wiata, tego, kto-
rego jedynie cienie widzimy. Summa tej abstrakcyjnej
nauki sg Elementy Euklidesa. Geometria plaska i prze-
strzenna, tak jak jest przedstawiona w Elementach,
przez ponad 2000 lat byla uwazana za niedoscignio-
ny wzor teorii naukowej, nie tylko matematyczne;.
Liczni uczeni i mysliciele probowali przedstawi¢ w ten
idealnie logiczny sposdb, przyjmujac pewne pojecia
pierwotne i aksjomaty, teorie wielu roznych dziedzin
nauki, w tym takze teologii.

Definicja sztuki

Nauka ma swoje wypracowane obiektywne narze-
dzia. Ale czym jest sztuka? Jest wiele teorii. Czym si¢
rézni ,,prawdziwa” sztuka od rzemiosta, od produk-
¢ji przedmiotéw dekoracyjnych, umilajgcych zycie?
Czy si¢ r6zni? Czy jest to takze sztuka? Czy sztuka jest
»mowienie” o sobie? Mozna postawi¢ wiele takich py-
tan i jest na nie wiele roznych odpowiedzi. Nurt, maja-
cy swoje korzenie w tradycji hellenistycznej, wskazuje,
ze artysta powinien szuka¢ prawdziwych idei. Zatem
uczony i artysta majg za zadanie poznanie $wiata, lecz
dysponuja innymi narzedziami. Uczony jest ograni-
czony przez uzycie ,,obiektywnych” narzedzi, a artysta
nie jest ograniczony tym obiektywizmem.

Artysci greccy okresu klasycznego, pragnac przed-
stawi¢ $wiat idei, boskie uniwersum, siegneli po teorie
matematyczne, uwazali, ze piekna posta¢ mezczyzny
czy kobiety musi by¢ harmoniczna, tj. proporcjonalna,
kazdy element ciata musi by¢ w takiej samej propor-
cji do pozostatych. Stad tez kanon rzezby Polikleta
dla meskiej postaci. Takze w architekturze proporcje
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odgrywaly wazng role, w tym w szczegdlnosci ztoty
podzial, ,boska proporcja”. Mozna je odnalez¢ w ar-
chitekturze starozytnego Rzymu, budowlach z islam-
skiego kregu kulturowego czy tez w dzietach architek-
tow XX wieku.

Parkietaz i sztuka islamu

Ortodoksyjny islam zabrania przedstawiania w sztuce
czlowieka, a ogolniej — stworzenia. Dzieki temu roz-
winela sie niezwykle wysublimowana sztuka dekora-

cyjna o silnym podtekscie mistycznym. Przez wieki
pokrywano abstrakcyjnymi mozaikami setki metrow
kwadratowych $cian palacow, budynkéw publicz-
nych i meczetéw. Zadziwiajgca jest réznorodnoséé
form i bogactwo koloréw. Jednoczesnie narzuca si¢
odczucie porzadku i symetrii.

Matematycy, patrzac na nie, zadawali sobie pytanie,
czy to juz wszystko, co mozna wymysli¢? Czy sq jesz-
cze inne, w miare regularne wypelnienia obszaru
plaskiego? Najpierw przyjeto zalozenie, ze musimy
wypelni¢ calg nieograniczong ptaszczyzne kafelkami
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jednego typu bedacymi regularnymi wielokgtami.
Co wigcej, przyjeto, ze kafelki te muszg sie stykac
wylacznie calymi bokami. W ten sposob powstato
pojecie parkietazu. Wierzchotki tych wielokatow two-
rzyly regularna siatke punktow wypelniajacych calg
plaszczyzne. Ich ukltad determinowat parkietaz. P6z-
niej rozluzniano pewne rygory, dopuszczano np. kilka
typow kafelkow. Za kazdym razem otrzymywano
yregularng” siatke punktow wypelniajacych plaszczy-
zne. Matematycy postawili sobie pytanie: ile typow
takich siatek punktow istnieje? Zauwazono, ze kazdy
typ siatki ma okre$long grupe symetrii, grupe ruchéw
sztywnych, izometrii plaszczyzny, ktore przeksztat-
caja punkty danej siatki na punkty tej samej siatki.
Takie grupy nazwano ptaskimi grupami krystalogra-
ficznymi, a Jewgraf Fiodorow w 1891 roku i nieza-
leznie George Polya w 1924 roku udowodnili, Ze ist-
nieje doktadnie 17 typow tych grup. W drugiej poto-
wie XX wieku wielu matematykéw odwiedzajacych
Alhambre odnajdywato kolejne typy ptaskich grup
krystalograficznych na $cianach patacu. W koncu

Uczony i artysta majg za zadanie poznanie
swiata, lecz dysponujg innymi narzedziami.
Uczony jest ograniczony przez uzycie
,Obiektywnych”narzedzi. Artysta nie jest
ograniczony tym obiektywizmem.

udato sie pokazac, ze wszystkie 17 typéw grup mozna
znalez¢ jako grupy symetrii wybranych dekoracji $cian
Alhambry, oczywiscie przy zalozeniu, ze te dekoracje
nie s3 ograniczone i wypelniaja calg ptaszczyzne.

Architektura gotyku

Kolejnym przyktadem wplywu matematyki na sztuke
s3 budowle gotyckie. W Europie X i XI wieku znajo-
mo$¢ geometrii greckiej, a w szczegdlnosci Elementow
Euklidesa, byta bardzo ograniczona. Prawdopodob-
nie nie znano nawet twierdzenia Pitagorasa. Dopie-
ro rekonkwista na Potwyspie Iberyjskim, a w szcze-
golnosci odbicie Toledo, centrum kultury i nauki,
z rgk arabskich w 1085 roku pozwolito na zmiane
tej sytuacji. Na poczatku XII wieku Raymond, arcy-
biskup Toledo, utworzyl szkote ttumaczy. Jej zada-
niem bylo thumaczenie z jezyka arabskiego na tacing
wszelkiego typu ksigg naukowych, zaréwno auto-
row greckich, jak i arabskich czy zydowskich. Tam
tez po raz pierwszy przetlumaczono na facine wiele
traktatow Arystotelesa, a takze Elementy Euklidesa.
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Na powstajacych wtedy uniwersytetach matematyka
byta nauczana w ramach quadrivium (tj. dziatu sztuk
wyzwolonych, obejmujacego arytmetyke, geometrie,
astronomie i muzyke) i stanowila podstawe wiedzy.
Wystarczy spojrze na coraz to bardziej wyrafinowane
maswerki kosciolow gotyckich, by zrozumie¢, ze bez
glebokiej recepcji Elementow Euklidesa w kregach zle-
ceniodawcow i architektow, budowniczych katedr nie
byloby to mozliwe.

Architektura renesansu

Kilka wiekow pozniej, we Florenciji, stojgc na scho-
dach katedry, Filippo Brunelleschi zastanawiat sie,
jak najlepiej przedstawi¢ na obrazie florenckie bap-
tysterium i plac znajdujacy sie przed nim. Zapewne
znat Optyke Euklidesa i dziefo Perspectiva Vitelliusa
(Erazma Ciotka). Wiedzial, ze $wiatlo rozchodzi sie
wzdtuz linii prostych i by odtworzy¢ na plaszczyznie
obrazu rzeczywisty przedmiot, trzeba przez Zrenice
oka i punkty tego przedmiotu poprowadzi¢ proste.
Punkty przecigcia tych prostych z ptaszczyzng ob-
razu utworzg obraz przedmiotu, a oko ogladajacego
rozpozna przedmiot. Jednak, by iluzja byta pelna,
oczy widza muszg si¢ znajdowa¢ w doktadnie tym
samym miejscu co oczy artysty tworzacego to ilu-
zyjne przedstawienie. Gdy wedlug tej zasady przed-
stawia si¢ posadzke wnetrza wylozong kwadratowy-
mi ptytkami, staje sie co$ zaskakujgcego. Plytki te
tworzg dwie rodziny prostych rownoleglych, ktore
sa wzajemnie prostopadle. Umies¢my plaszczyzne
obrazu prostopadle do ptaszczyzny posadzki, ale tak,
by dolna krawedz byta réwnolegta do prostych jednej
z tych rodzin. Na obrazie pojawiajg si¢ one jako pro-
ste rownolegte do dolnej krawedzi, a proste z drugiej
rodziny nie beda réwnolegte, przecinaja sie w jednym
punkcie, tam gdzie prosta przechodzgca przez Zrenice
oka artysty i prostopadla do ptaszczyzny obrazu prze-
tnie te plaszczyzne. Zatem ten punkt na obrazie nie
odpowiada zadnemu punktowi przedstawianej sceny,
bedzie obrazem punktu poza przestrzenig, obrazem
nieskonczonosci. Ten punkt niepokoit artystow, teo-
logow i filozoféw. W tym czasie we Florencji przeby-
wal Mikotaj z Kuzy, kardynal, matematyk i filozof,
jeden z pierwszych uczonych, ktorzy zastanawiali
sie nad pojeciem nieskonczonosci. Z punktu widze-
nia teologicznego fascynowato go, jak nieskonczony,
nieograniczony Bog mogt sie weieli¢ w skoficzonego,
ograniczonego cztowieka. I chyba nie jest przypad-
kiem, Ze najbardziej rygorystyczne przedstawienia
perspektywy liniowej, z wyraznym punktem zbiegu
mozna znalez¢ w przedstawieniach zwiastowania.
Wkrotce perspektywa liniowa stata si¢ podstawowym
elementem jezyka malarza, powstawaly podreczniki
uczgce, jak poprawnie tworzy¢ siatke linii w obrazie
ijak w te siatke wpisywac przedmioty i postacie tak,



by iluzja przestrzenna byla przekonujaca. Pojawita
sie anamorfoza, oparta na wyborze bardzo nietypo-
wych punktéw widzenia czy tez plaszczyzn obrazu
bedacych powierzchniami bocznymi stozka. W tym
miejscu warto wspomnie¢, Ze pierwszym traktatem
na temat anamorfozy jest niewielka ksigzka Perspec-
tivae stereo pars specialis Jana Ziarnka (urodzonego
okoto 1575 roku we Lwowie, zmartego okoto 1630 ro-
ku w Paryzu), opublikowana w Paryzu w 1619 roku
i wzorowana na Elementach Euklidesa, z twierdze-
niami i dowodami. Wszystkie te traktaty propono-
waly konstrukeje siatek linii, przez oko odczytywa-
nych jako dwie rodziny prostych roéwnolegtych, ktére
s3 wzajemnie prostopadle. Autorzy starali sie poda¢
geometryczne uzasadnienia tych konstrukeji. Jedna
z najwygodniejszych i najprostszych konstrukeji wy-
mykata sie tym wysitkom. Dopiero Abraham Bosse
w ksigzce Maniére universelle de Monsieur Desargues
pour pratiquer la perspective par petit-pied, comme le
géométral, Ensemble les places et proportions des for-
tes & faibles touches, teintes ou couleurs (Paryz 1648)
podat dowdd poprawnosci tej konstrukeji oparty
na twierdzeniu Desarques’a, jednego z podstawo-
wych twierdzen pierwotnej geometrii rzutowej. Do-
wod tego twierdzenia jest takze przedstawiony po raz
pierwszy w druku w tym traktacie. Jak si¢ okazuje,
perspektywa liniowa, punkt zbiegu - punkt w nie-
skoniczonosci, perspektywa dziwaczna - anamorfoza,
znajdujg swoje ostateczne uzasadnienie w geometrii
rzutowej, gdzie plaszczyzna czy przestrzen wymiaru
trzy jest uzupelniana o punkty w nieskonczonosci,
ktére odpowiadajg klasom réwnolegto$ci prostych.
W przestrzeniach tych sg rozwazane odwzorowania
perspektywiczne oparte na pekach prostych, doktad-
nie jak jest to w przypadku perspektywy malarskiej,
gdzie odwzorowanie jest oparte na peku prostych
wychodzacych ze Zrenicy oka. I nie jest przypad-
kiem, ze Kartezjusz, Gérard Desargues, Blaise Pascal,
Abraham Bosse, a prawdopodobnie takze Jan Ziarn-
ko, wszyscy dobrze sie znali i spotykali w Académie
Parisienne Marina Mersenne’a.

Kubizm

Druga potowa XIX i poczatek XX wieku to okres fa-
scynujacych przemian w nauce i sztuce. Prace Nikota-
ja Lobaczewskiego, Janosa Bolyaiego i Bernharda Rie-
manna podwazyly powszechne przekonanie o eukli-
desowosci $wiata, w ktorym zyjemy. Do powszechnej
$wiadomo$ci dotarta informacja, Ze wszech$wiat mo-
ze by¢ zakrzywiony, a czas mozna uwazac za czwarty
wymiar przestrzeni. Wydaje sig, Ze obecnie bardzo
trudno zrozumie¢ szok, jaki wywotato opublikowanie
przyktadow geometrii nieeuklidesowych. Upadt wtedy
caly wspanialy gmach fizyki i astronomii modelowany
na przestrzeniach euklidesowych. Zakrzywiona czaso-
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przestrzenn Hermanna Minkowskiego, w popularnym
ujeciu, umozliwiata podréze w czasie i przestrzeni.
Swiat, w ktérym zyjemy, mégt mie¢ wiele wiecej wy-
miaréw niz trzy lub cztery. Geometrzy zastanawiali
sie, jak mozna sobie wyobrazi¢ bryty w wymiarach
czwartym lub pigtym. W Paryzu popularna byla
ksigzka Esprita Joufreta Traité élémentaire de géo-
métrie a quatre dimensions et introductiona la géo-
métrie a n dimensions (1903), opisujgca wielosciany,

Marian Warzecha,
Bez tytutu, 1973,
technika mieszana,
115X 65 cm.
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np. kostke, wymiaru czwartego za pomoca rzutow
otoczen jej wierzchotkow na rézne plaszczyzny wy-
miaru trzeciego. Znaczacg role w upowszechnianiu
w Paryzu nowych poje¢ matematycznych i odkry¢
naukowych odegral Henri Poincaré, poswiecajacy
wiele czasu i energii na popularne, ogélnodostepne
wyklady, ktére przyciggaly ttumy. W tym tez czasie
awangardowy poeta Guillaume Apollinaire de Ko-
strowitzky, broniac swoich przyjaciol, Pablo Picassa
i Georges’a Braque’a, pisal w Les Peintres Cubistes:
»Mozna powiedzie¢, ze geometria jest tym dla sztuk
plastycznych, czym gramatyka dla sztuki pisarstwa”.
Malarstwo kubistow drastycznie sie rézni od sztu-
ki poprzednich okreséw. Jego korzenie upatruje si¢
w sztuce Paula Cezanne’a, w idolach z Cyklad czy
w rzezbie i maskach Afryki Subsaharyjskiej. Wszystko
to prawda, wiele aspektow sztuki kubistycznej moz-
na tym uzasadni¢. Trudno jednak wytlumaczy¢ jeden
z najwazniejszych elementéw malarstwa kubistycz-

Jest spora grupa artystow poszukujgca
w matematyce inspiracji na gtebszym
poziomie, dla ktérych procesy
matematyczne sg zrodtem czy
natchnieniem w procesie tworczym.

nego - przedstawianie jednocze$nie na plaszczyznie
obrazu przedmiotu z réznych punktéow widzenia.
To wydaje si¢ bezposrednio zapozyczone z praktyk
geometrow dwczesnego czasu.

Polska sztuka wspoétczesna

Wspolczesna sztuka dostarcza wielu przyktadow zapo-
zyczen z bogactwa tradycji matematycznej. Elementy
jezyka matematycznego, jego symbole pojawiajg sie
w licznych dzietach sztuki wizualnej. Czesto artysta
jest jedynie zafascynowany wartosciami plastycznymi
tych znakow. Jest tez spora grupa artystéw poszuku-
jaca w matematyce inspiracji na gtebszym poziomie,
dla ktorych procesy matematyczne sg zrodtem czy
natchnieniem w procesie tworczym. Odnaleziony
algorytm stuzy obiektywizacji procesu tworczego.
Przyktadem mogg by¢ czarno-biate obrazy Ryszarda
Winiarskiego, w ktorych regularna siatke kwadratow
artysta zamalowywal na bialo lub czarno w zaleznosci
od wyniku rzutu moneta.

Jan Pamuta prawie od poczatku swojej drogi arty-
stycznej wspomagal sie algorytmami komputerowymi.
W trakcie stypendium w paryskiej Ecole Nationale
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Supérieure des Beaux-Arts wspdlnie z informatyka-
mi przygotowal program tworzacy skomplikowane
siatki prostokatow wypelniajace prostokat lub czesciej
kwadrat obrazu. Nastepnie przenosit te siatke na ptét-
no i kolorowal recznie prostokaty. Powstawaly w ten
sposob zadziwiajgce i przepiekne obrazy abstrakcyjne,
kolorowe mapy pewnej rzeczywisto$ci. W pierwszych
pracach tego cyklu artysta ograniczal sie do czterech
koloréw, a obrazy te stawaly sie artystycznym komen-
tarzem twierdzenia o kolorowaniu map, ktore wlasnie
w tych latach zostato udowodnione przy wspomaga-
niu komputerowym.

Jeszcze inng postawe w swojej tworczosci repre-
zentuje Marian Warzecha. Od poczatku artyste inte-
resowal jezyk, nie tylko znaki, lecz takze sktadnia. Juz
we wczesnych pracach, kolazach, pojawiajg sie cyta-
ty, litery, cyfry czy figury geometryczne. Poczatkowo
ich uklad jest ,,przypadkowy”, lecz w kolejnych pra-
cach wszystkie elementy sg porzadkowane. Z czasem
kawalki starych rekopisow sg zastepowane wzorami
matematycznymi, ktdre po kilku latach staja si¢ domi-
nujacym znakiem. W niektdrych obrazach towarzyszy
im schematyczna posta¢ mezczyzny czy tez barwny
$lad pedzla. Obrazy sg wystawiane w zespotach zwa-
nych metazbiorami, ktérym towarzyszy dokumentacja
objasniajgca cel danej prezentacji. Zaréwno te dziela,
bardzo surowe i ascetyczne, jak i dokumentacja nie
s3 fatwe w odbiorze nawet dla ludzi zaznajomionych
z teorig mnogosci czy teoria kategorii. Dokumenta-
cja pisana wspolnie z zawodowym matematykiem jest
wzorowana na tekstach naukowych i zwraca uwage
na pewne paradoksy teorii. Te ascetyczne przedsta-
wienia zmuszajg do refleksji nad problemami pod-
stawowych teorii matematycznych.

Intuicja i logika

Na zakonczenie chcialbym przypomnie¢ pewne uwagi
Henriego Poincaré na temat procesu tworczego. Uwa-
zal on, ze logika i intuicja odgrywaja istotng role w od-
kryciach matematycznych. Twierdzil, ze przez logike
dowodzimy, a przez intuicje wymyslamy i ze logika
pozostaje jatowa, jesli nie zostanie zaplodniona przez
intuicje. Intuicja nie byla dla Poincaré czyms, czego
uzywal, gdy nie mogl znalez¢ logicznego dowodu.
Uwazal, ze formalne argumenty moga ujawni¢ btedy
intuicji, a logiczny wywad jest jedynym srodkiem po-
twierdzajacym spostrzezenia. Jednak wierzyl, ze sam
dowdd formalny nie moze prowadzi¢ do wiedzy.

Intuicja wydaje sie narzedziem sztuki, a logika na-
rzedziem nauki. Jednak prawdziwie wielkie dzieta, te,
ktére powiekszaja nasza wiedze o $wiecie, powstaja
wtedy, gdy logika wspomaga intuicje lub intuicja lo-
gike. Matematyka i sztuka mogg sie obejs¢ bez siebie,
ale prawdziwe arcydziela powstaja wtedy, kiedy jedna
inspiruje drugg. m





