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@ OBRAZY FUNKC]JI
e W PRAKTYCE

magisterskie
i doktoranckie
z matematyki
obliczeniowej

na Uniwersytecie Wizualizacja funkcji matematycznych znalazta liczne
Jagiellonskim. . . . . .o
Nastepnie pracona zastosowania w zyciu codziennym, od ekonomii
na Uniwersytecie
Pensylwanii, pO medycyne.

w Inria Saclay Centre
i na Uniwersytecie
w Swansea.

o Pawet Diotko nazywang rowniez - nie bez powodu - obrazem funk-
Obecnie jest dyrektorem . . . .

Centrum Dioscuri cji. Funkcje sg wszechobecne i wykraczaja daleko poza

w Topologiczne Instytut Matematyczny ‘ szkolng matematyke. Przykladem moze by¢ zdjecie

Analizie Danych Polska Akademia Nauk w Warszawie przechowywane w pamieci naszego telefonu. Jego

mieszczacym sie dziedzing jest zbior pikseli — malutkich kwadratow

w Instytucie na ekranie telefonu, przeciwdziedzing za$ jest zbior

Matematycznym PAN.

mozliwych koloréw, typowo okreélany w informa-
pawel.dlotko@impan.pl

tyce za pomocg natezenia barwy czerwonej, zielonej

atematyka integruje i uogélnia liczne  iniebieskiej (paleta koloréw RGB). Kazdy z pikseli

koncepcje obrazu, utozsamiajac go  $wieci w unikatowej kombinacji tych koloréw, dajac

z funkcjg o okreslonych argumentach (dziedzing) oraz  calo$¢ obrazu, czyli ogladane przez nas zdjecie. Ide-
odpowiadajgcym im warto$ciom (przeciwdziedzing),  alizujac, mozemy powiedzie¢, ze dziedzing zdjecia jest
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plaszczyzna (ekran telefonu), a obrazem przestrzen
o trzech wymiarach, gdzie wartosci liczbowe przypi-
sane kolejnym wymiarom okreslaja nate¢zenia trzech
wymienionych barw. Dawne fotografie, zwane po-
tocznie zdjeciami czarno-biatymi, sg tatwiejsze w in-
terpretacji. Ich dziedzing moze by¢ ponownie zbiér
pikseli, a obrazem - paleta odcieni szarosci wyrazona
w postaci wartosci liczby rzeczywistej przedstawiajacej
nasycenie obrazu czarng barwa.

Chmury punktéw

W analizie danych funkcje s3 zdefiniowane w prze-
strzeni wielowymiarowej. Idee takiej przestrzeni moz-
na wyjasni¢ na przykladzie pojedynczego punktu.
Tradycyjnie uzywamy przestrzeni dwuwymiarowej,
gdzie punkt umieszczamy w kartezjaniskim ukladzie
wspolrzednych z osiami X 1Y i opisujemy dwoma
warto$ciami. Jesli zas chcemy przedstawi¢ taki punkt
w 12 wymiarach, to opisujemy go 12 warto$ciami,
ktore okreslajg jego poszczegodlne atrybuty, takie jak
wysokos¢, szerokos¢, dlugos¢, wspolrzedne geogra-
ficzne i dowolne siedem innych cech, ktére chcemy
mu przypisac.

W sumie zestaw przypisanych cech okresla poto-
zenie punktu w 12-wymiarowej przestrzeni. Skonczo-
ne zbiory punktow, zwane chmurami punktow, same
w sobie majg pewien ksztalt, ktory czesto niesie istot-
na informacje¢. Przyktadem dwuwymiarowej chmury
punktow jest Datasaurus Dozen (rys. 1).

Powyzsze 12 chmur punktéw ma istotnie rézne
ksztalty. Jednak wartosci statystyki opisowej, takie
jak $rednia, odchylenie standardowe czy korelacja dla
X-owych i Y-kowych wspétrzednych punktow, sa bar-
dzo zblizone do siebie dla wszystkich przedstawionych
chmur. Przyklad przedstawiony na rys. 1 pokazuje,
ze w analizie danych bardzo istotna jest mozliwo$¢ zo-
brazowania - wizualizacji danych. Tutaj kazdy punkt
chmury ma tylko dwie wspolrzedne, zatem cala chmu-
ra ma dwa wymiary. Mozemy wiec fatwo wygenero-
wac jej obraz. Ale co zrobi¢, jesli rozwazana chmura
ma dziesiatki, setki, a moze nawet tysigce wymiar6w?
Rozwazania mozna przeprowadzi¢ na przyktadzie fi-
gurki kota Maneki-neko (rys. 2). Wybranej figurce

PAWEL DEOTKO
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Datazaurus dozen — przyktad
chmur punktéw o bardzo
zblizonych wartosciach
statystyki opisowej i skrajnie
roznych ksztattach

Kot Maneki-neko.
Poznamy ksztatt zbioru
jeqo zdje¢ wykonanych
pod réznymi katami
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dea algorytmu BM wykonano serie czarno-biatych zdje¢ o wymiarach

dla przyktadowej
chmury punktéw

Obraz punktéw
odpowiadajacych zdjeciom
kota Maneki-neko,
zawartych

w 16 384-wymiarowej
przestrzeni
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128x128 pikseli, obchodzac obiekt dookota, pod roz-
nymi katami i z tej samej odleglo$ci.

Piksele pojedynczego zdjecia ponumerowane od 1
do 16 384 (128x128) tworza punkt w 16 384-wymiaro-
wej przestrzeni, tak ze kazde zdjecie ma przypisany
pojedynczy punkt. Kolejne wspotrzedne takiego punk-
tu odpowiadajg poziomowi jasnosci (skala szaro$ci)
pikseli danego zdjecia. Zebranie wszystkich wykona-
nych zdje¢ i przypisanie im odpowiadajacych punk-
tow daje chmure punktow. Ksztalt takiej chmury moz-
na zwizualizowa¢ za pomocg algorytmdéw mappera.

Rysunek 3 przedstawia ide¢ jednego z nich, algo-
rytmu Ball Mapper, dalej zwanego BM. Przedstawio-
na jest ona na przykladzie dwuwymiarowej chmury
punktéw w ksztalcie litery Y (rys. 3a).

Chmury punktéw mozna przedstawi¢ w formie
abstrakcyjnych grafow. W pierwszym kroku algo-
rytmu BM z chmury punktéw jest wyodrebniany jej
réwnomiernie roztozony podzbiér zaznaczony ko-
lorowymi kropkami (rys. 3b). Te kolorowe kropki
stanowig centra kul zawierajacych w swoim obrebie
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wszystkie punkty z zadanej chmury (rys. 3c). Majac
kolekcje kul, budujemy graf (rys. 3d). W tej konstruk-
cji wazne jest to, ze wierzcholtki nie majg lokalizacji
w przestrzeni - sg one bytem abstrakcyjnym. W anali-
zowanym przypadku wierzchotki odpowiadajg kulom
przedstawionym na rys. 3¢, a krawedzie reprezentuja
czesci wspolne kul. Przedstawiona konstrukcja moze
by¢ zastosowana do chmury punktéw o dowolnych
wymiarach. W przypadku zdje¢ figurki kota Maneki-
-neko po przejéciu calego procesu uzyskujemy poniz-
szy rysunek przedstawiajacy graf bedacy zamknietym
cyklem - $ciezka, po ktorej mozemy w kotko przeska-
kiwac¢ z wierzchotka na kolejny wierzchotek (rys. 4).

Wymiar i ksztalt wybranego grafu przedstawia na-
ture naszych danych. Kazde z wykonanych zdje¢ sta-
nowi punkt w 16 384-wymiarowej przestrzeni. Kazde
dwa kolejne zdjecia sg do siebie podobne, co sprawia,
ze odpowiadajgce im punkty sg bliskie. Kiedy jednak
zaczynamy od pierwszego zdjecia, kazde kolejne za-
czyna sie coraz bardziej od niego rézni¢, a po wy-
konaniu prawie pelnego obrotu, ponownie staje si¢
do niego podobne. Tak samo dzieje si¢ z odpowia-
dajacymi zdjeciom punktami. Najpierw oddalajg sie
one od punktu poczatkowego, by ostatecznie powrd-
ci¢ do niego z innej strony. W ten sposob w wysoko
wymiarowej przestrzeni wracamy do punktu wyjscia
po przejéciu okregu.

Zastosowania funkgji

Rozwazmy sytuacje, gdy kazdy punkt chmury ma do-
datkowo przypisang warto$¢ pewnej funkgji. Srednia
warto$¢ takiej funkeji dla punktéw z kuli moze zo-
sta¢ zwizualizowana za pomocg skali barw na wierz-
chotkach grafu. Dobrym przykladem tego procesu
sg banknoty, ktore tworzg zbidr danych skladajacych
sie z czterech cech (cechy sg dziedzing funkcji). Kazdy
z banknotow moze by¢ prawdziwy (warto$¢ funkcji 0)
albo falszywy (warto$¢ funkgji 1), co reprezentuje ob-
raz funkcji. Przeksztalcenie tego zbioru danych za po-



mocg algorytmu BM do postaci grafu daje nam zbidér
w ksztalcie litery Y (rys. 5).

Wprowadzony na grafie kolor niesie informacje
o banknotach: fioletowy - prawdziwe, z6lty - fatszy-
we. Widoczne na grafie dwa zotte ramiona sugeruja,
ze mamy do czynienia z dwoma réznymi typami fal-
szywych banknotow. Fakt ten mozna zaobserwowa¢
dzieki ksztattowi przedstawionej chmury, gdzie wierz-
cholki zaznaczone na z6tto nie sg z sobg bezposrednio
powiazane krawedziami i znajduja si¢ w przestrzeni
oddalonej od siebie.

Dane wielowymiarowe sg bardzo powszechne,
a umiejetno$¢ ich wizualizacji kluczowa w wielu dzie-
dzinach Zycia. Rozwazmy na koniec klasyczny zbior
danych Holenderskiego Instytutu Badan nad Rakiem
opisujacy aktywno$¢ gendw w grupie pacjentek z ra-
kiem piersi. Wysokowymiarowe punkty naszego zbio-
ru opisujg aktywnos¢ tysigca wybranych genéw dla
kazdej z pacjentek. Naszym celem jest prognoza roz-
woju choroby oraz zaproponowanie skutecznej terapii
celowanej. Klasyczny algorytm mappera (opracowany
w Stanfordzie w 2007 roku) tworzy obraz aktywno-
$ci tysigca genow z funkeja bedacg czasem przezycia
pacjentek.

Podobnie jak dla banknotéw uzyskana dziedzina
ma ksztalt litery Y. Interesujace s3 dwie odnogi po le-
wej stronie grafu (rys. 6). Odnoga idaca ku dotowi od-
powiada nowotworom triple-negative o ztych progno-
zach 1 niskim czasie przezycia. Odnoga idaca ku gorze
ma znacznie lepsze wlasnoéci: przy jej koncu znajdzie-
my, 0znaczong na czerwono, wczesniej nieznang pod-
grupe pacjentek o pelnej przezywalno$ci. Prowadzac
dalszg analize, mozemy wywnioskowa¢, ze ta pod-
grupa jest charakteryzowana przez nowotwory z re-
ceptorem estrogenu, wysokim poziomem ekspresji

Obraz aktywnosci tysiaca gendw dla pacjentek z rakiem piersi. Zaznaczona na czerwono
odnoga w lewym gérnym rogu odpowiada podgrupie o petnej przezywalnosci
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genu c-MYB oraz niskim poziomem ekspresji genow
»hieswoistej odpowiedzi odporno$ciowe;j”. Kombi-
nacja tych trzech parametréw jest obecnie uzywana,
réwniez w Polsce, do planowania terapii. Wykrycie tej
podgrupy pacjentek bylo mozliwe dzigki technikom
tworzenia obrazéw wielowymiarowych danych.
Przyktady wysokowymiarowych danych i ich ana-
lizy mozna mnozy¢. Mimo ze metody wspolczesne-
go nauczania maszynowego i sztucznej inteligencji
daja mozliwosci $lepej analizy danych, umiejetno$é
tworzenia i bezposredniej analizy ich obrazow daje
dodatkowy poziom zrozumienia rozwazanego proble-
mu i pozwala naukowcom obiektywnie wyttumaczy¢
obserwowane zjawiska. Metody matematyczne nie
moga obejs¢ si¢ bez efektywnych i przyjaznych dla
uzytkownikow implementacji, z ktérych kazdy z nas
moze skorzysta¢. Te i inne metody sg Zzrodlem coraz
to nowych odkry¢ w wielu dziedzinach nauki, od nauk
humanistycznych, przez chemie, fizyke, medycyne,
konczgc na czystej matematyce. Wiele réznorodnych
zastosowan pokazuje, ze wspolczesna matematyka ob-
liczeniowa jest prawdziwa krolowa nauk. m
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Tomala L., Matematycy
przychodzq na pomoc medykom,
inzynierom, socjologom,
https://naukawpolsce.pl/
aktualnosci/
news%2(87009%2Cmatematycy-
przychodza-na-pomoc-
medykom-inzynierom-
sogjologom.html.
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