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Elementy metodologii stosowania dwu- i wielowymiarowych
rozkladow wlasciwosci materialdw uziarnionych
do opisu wzbogacania wegli

Wprowadzenie

Problemy zwiazane z aproksymacja roznego rodzaju krzywych, tj. krzywych sktadu
ziarnowego, krzywych rozdziatu, czy krzywych wzbogacalnosci sa przedmiotem wielu ba-
dan i opracowan naukowych, zwiazanych z problematyka przerobki surowcoéw mineralnych.

Jednym z podstawowych elementdw oceny proceséw przerdbki jest doktadne osza-
cowanie rozktadu $redniej wartosci badanych cech w nadawie i produktach. Do tego
celu wykorzystuje si¢ metody rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej.
Od dawna interesowano si¢ aproksymacja krzywych czgstosci badanych cech funkcjami
gestosci rozktadu okreslonego typu. Dotyczy to rowniez ich skumulowanych postaci, czyli
dystrybuant. Bazowano na znanych z rachunku prawdopodobienstwa klasach funkcji.
Z uwagi na fakt, ze od rozktadu wielkoS$ci ziaren materiatu zaleza rozktady innych cech tych
ziaren (Allen 1968; Tumidajski 1992) badania krzywych sktadu ziarnowego cieszyly sig
szczegodlnym zainteresowaniem i powstato wiele modeli takich krzywych opartych na zna-
nych z rachunku prawdopodobienstwa rozktadach, jak np.

— rozktad logarytmiczno-normalny,

— rozktad Weibulla,

— rozktad Gaudina-Schuhmanna-Andreyewa.

* Dr inz., AGH Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie, Wydzial Gornictwa i Geoinzynierii, Katedra
Inzynierii Srodowiska i Przerobki Surowcow; e-mail: tniedoba@agh.edu.pl
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Liczba modeli opisujacych rozktady gestosci ziaren, zawartosci sktadnikow w ziarnach
jest stosunkowo niewielka. Poczatkowo zaktadano, ze rozktad gestosci ziaren i zawartos$ci
sktadnikow mineralnych jest normalny. Dopiero w drugiej polowie ubieglego stulecia
zaczely pojawiac si¢ prace podwazajace prawidtowos¢ zatozenia o normalnosci tych roz-
ktadow. Szarapow (1966) oraz Gottfried (1981) zaproponowali na podstawie badan empi-
rycznych aproksymacjg krzywych rozktadu za pomoca rozktadu logarytmiczno-normalnego
lub rozktadem wyktadniczym.

Wymienione modele krzywych rozktadu sa oparte na okreslonych klasach funkcji, wérod
ktoérych moze nie istnie¢ funkcja adekwatna do opisu cech badanego materiatu. Ten fakt
sprowokowat poszukiwanie innych metod. Nieklasyczne metody statystyczne po raz pierw-
szy w przerobce surowcow mineralnych zostaly zastosowane w 2003 (Niedoba 2003),
gdzie zastosowano metody bayesowskie. Ponadto z sukcesami stosowano rowniez metody
bootstrapowe, metody jadrowe oraz metodg ortogonalnego szeregu Fouriera (Foszcz 2003;
Niedoba 2007).

Oddzielnym zagadnieniem jest kwestia aproksymacji szczegdélnego typu krzywych,
jakimi sa krzywe wzbogacalno$ci. Jak wiadomo kazdy proces wzbogacania jest Scisle
zwiazany ze wzbogacalno$cia materialu poddawanego temu procesowi, co z kolei jest
uzaleznione od stopnia uwolnienia ziaren mineralow. Takie uwalnianie dokonuje si¢ przez
rozdrabnianie materiatu do wielkosci ziaren, dla ktorej otrzymany produkt jest mieszaning
wzglednie wolnych czastek mineratu uzytecznego i mineratow skaty ptonnej (Tumidajski
2012). Mimo, ze glgbszy przemiat prowadzi do wyzszego stopnia uwolnienia, to efekty
wzbogacania moga okazac si¢ gorsze i dlatego dokonuje si¢ oceny wzbogacalno$ci materiatu
poddawanego procesowi wzbogacania. Do takiej oceny stosuje si¢, miedzy innymi, krzywa
wzbogacalno$ci Henry’ego, bedaca — w przypadku wegla — zalezno$cia pomigdzy wycho-
dem i zawartoscia popiotu (A = A(y )), wykres$lana na podstawie wynikow analiz densyme-
trycznych badanego materiatu (Drzymata 2001; Gawlik i in. 2004; Rog 2009; Kraw-
czykowski i in. 2012). Jak wynika z powyzszych rozwazan, charakter takiej krzywej jest
uzalezniony od stopnia uwolnienia ziaren, a w konsekwencji od ich wielko$ci. Dlatego
w badaniach wzbogacalno$ci wydaje si¢ istotnym uwzglednienie wielkosci ziaren. W pracy
przedstawiono aproksymacje krzywej wzbogacalnosci Henry’ego A = A(p) i A = A(y) oraz
powierzchni wzbogacalnosci A = A(d,p) oraz pewne efekty ich zastosowania.

2. Zalozenia metodologii

W wigkszos$ci proceséw przerobczych wptyw na rozdzial ziaren ma wigcej niz jedna
ich wlasciwos¢, tj. np. wielko$¢ ziaren, ich gestos¢, zawarto$¢ okreslonego sktadnika itp.
W konsekwencji, do opisu tych proceséw nalezy zastosowaé zaréwno dwu-, jak i wielo-
wymiarowe rozktady zmiennych losowych. W pracy przedstawiony zostal opis procesu
wzbogacania wegla, przy uwzglednieniu wielkos$ci ziaren, ich ggstosci oraz zawartos$ci
popiotu.
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Podczas realizacji pracy przyjeto nastgpujace zalozenia i zasady opisu:

1. Calo$¢ badanego materialu rozdzielono na k frakcji, ze wzgledu na ggsto$¢ ziaren.
Przyjeto, ze y,(i=1, ..., k) oznacza procentowy udziat i-tej frakcji w cato$ci materiatu.

2. Przez M(i = 1, ..., k) oznaczono procentowa zawartos¢ popiotu w i-tej frakcji.

3. Jako podstawowaq krzywa stosowana przy opisie procesu wzbogacania przyjgto krzywa
Henry’ego A = A(y), gdzie A oznacza zawarto$¢ popiotu we frakcji, ktorej udziat pro-
centowy wynosi Y.

Przy takich zatozeniach otrzymuje sig, ze $rednia zawarto$¢ popiotu w badanym ma-

teriale wynosi (Stgpinski 1964; Tumidajski 1997)

o= "y M

Jezeli ustali sig, ze yg oznacza wychod koncentratu, a (100 — yy) wychdéd odpadow
to otrzymuje sig, ze $rednia zawarto$¢ popiotu w koncentracie wynosi

_ Lo @
8= fy My

Natomiast $rednia zawarto$¢ popiotu B w odpadach zadana jest wzorem

_ 1 00 (3)
b= 100, J,, ey

Przedstawiono analityczny opis funkcji A oraz jej uogoélnienie w przestrzeni trojwy-
miarowe;j.

3. Eksperyment

Czgs$¢ doswiadczalna zostata podzielona na dwie czg$ci: dwuwymiarowa aproksymacjg
krzywej wzbogacalnosci Henry’ego na podstawie wegla oraz tréjwymiarowa powierzchnig
wzbogacalnosci.

3.1. Jednowymiarowa krzywa wzbogacalnos$ci Henry’ego

Przyjeto, ze zalezno$¢ procentowej zawartosci popiolu w materiale od jego gestosci
przedstawia funkcja Ay =A((p), oraz ze funkcja y = F(p) przedstawia zalezno$¢ wy-
chodu frakcji od jej ggstosci. Poniewaz funkcja F(y) jest funkcja rosnaca, wigc posiada
funkcje odwrotna p = F-1(y). Wobec tego krzywa wzbogacalnosci Henry’ego przyjmuje
postac:
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A=2o (F 7 (y)) @)

Funkcje F(p) najczgsciej aproksymuje si¢ za pomoca funkcji opisujacych dystrybuanty
rozktadéw zmiennych losowych (Dobosz 2001). Najczgsciej stosowanymi dystrybuantami
rozktadow sa:

— rozktad Weibulla (zwany rowniez rozktadem RRB):

F(x)=1—ef(x/a)b (52)
— rozktad logistyczny:
Fy=— (5b)
I+ fe=<*
— rozktad logistyczny-ucigty:
! (5¢)
Fx)=————

=)
1+ bet T

— rozktad logarytmiczno-normalny:

F(x)zq)(lnx—mj (5d)
c
— rozktad GSA o funkcji gestoscei:
F(x)=hx® (5¢)
gdzie:
a, b, ¢, f, g, h, o — parametry rozktadow,
D(+) — dystrybuanta rozktadu normalnego N(0,1).

Funkcje Ao(p) wyznaczono jako krzywa regresji drugiego rodzaju dla zaleznosci za-
wartos$ci popiotu od gestosci materiatu p.

W celu przeprowadzenia przedstawionego opisu dokonano rozdzialu wegla typu 31,
pobranego z jednej kopaln Gornoslaskiego Okrggu Przemystowego i podzielono na frakcje
wedtug gestosci (1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9).

Wyniki do$wiadczen przedstawia tabela 1.
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TABELA 1
Rozdziat wegla na frakcje ggstosciowe
TABLE 1
Coal separation into density fractions
Pi-1 — P; Srednia gestosé po; | Udzial procentowy y; | Udziat skumulowany | Zawarto$¢ popiotu A
[g/em?] [g/em?] [%] Vi [%0] [%]
<13 0,65 62,47 62,47 2,61
1,3-1,4 1,35 23,99 86,46 3,77
1,4-1,5 1,45 6,18 92,64 1732
1,5-1,6 1,55 2,29 94,93 26,08
1,6-1,7 1,65 0,66 96,59 32,48
1,7-1,8 1,75 2,75 98,34 38,34
1,8-1,9 1,85 1,66 100,00 48,32

Do aproksymacji funkcji A (p ) zastosowane zostaty funkcje logistyczne (rownanie 5b),
osobno dla frakcji o gestosci mniejszej niz 1,4 [g/cm3] oraz frakcji o gestosci wiekszej niz
1,41 [g/cm3], ktére potaczono na odcinku (1,4—-1,41) funkcja liniowa. Dla frakcji o ggstosci
mniejszej niz 1,3 wyznaczono zawarto$¢ popiolu w punktach o wartosci ich wspotrzedne;j
gestosci rownych 0,5; 0,8 oraz 1,0 (wielko$ci czysto teoretyczne, ktére nie wystgpuja
w praktyce), stosujac metodg krigingu zwyczajnego, a nast¢pnie dokonano aproksymacji.

Funkcja A (p) ma wigc postaé

! dla p<ld4 ©)
145167273792

Ao (p)=109327p-1,1748  dla p e(14;141)

|
1+971,25¢ 3592

dla p>141

Do wyznaczenia funkcji F(p) uzyto rozktadu logistycznego (rownanie 5b) oraz rozktadu
GSA (réwnanie Se), dla frakcji o gestosci mniejszej niz 1,3 [g/cm3] wykorzystano punkty
otrzymane za pomocg metody krigingu zwyczajnego (Niedoba, Tumidajski 2012).

Otrzymana funkcja F(p) przedstawia si¢ nast¢pujaco

0,00820 16,3464 dla p<132 (7
F(p)= 1

dla p>1,32
1+272,3427¢3->815p
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Do oceny jakosci aproksymacji zastosowano btad sredniokwadratowy (zwany rowniez
odchyleniem resztowym) s,

o JZﬁ(i(pi)—f(pi))Z ®)
’ k-2

gdzie jN”(pi )oznacza warto$¢ teoretyczna, a f(p; )warto$¢ eksperymentalna; k— 2 jest iloscia
pomiaréw, pomniejszong o ilo§¢ badanych zmiennych, czyli w tym przypadku 2.

Dla funkcji Ag(p) s, = 1,14%, a dla funkcji F(p) s,,= 0,78%. Mozna wigc uznac, ze funkcje
te sa dobrymi aproksymantami badanych zaleznosci.

Wyniki aproksymacji zamieszczono w tabeli 2 oraz na rysunkach 11 2.

Po przeksztatceniu wzoru 5b otrzymano dla x = p, F(x) =y

p=F ()= (In by—1n (1-y)) ©)
C

A nastepnie, stosujac powyzszy wynik we wzorze (7), po przeksztatceniach uzyskano
ponizsza zaleznos¢

0,0604

y (10)

— dla y<0,8107
0,0082

p=Fl(y)=
0,1868[In (272,342y)~In (1—y)] dla v>0,8107

TABELA 2
Wyniki doswiadczalne i teoretyczne dla funkcji Ao(p) i F(p)
TABLE 2

Experimental and theoretical results for function Ay(p) and F(p)

L, Zawarto$¢ popiotu | Zawarto$¢ popiotu
Gestos¢ p Fo(p) Fip) b oy
o o M(p) [%] ho(p) [%]
g/cm3] doswiadczalna teoretyczna .

doswiadczalna teoretyczna
1,3 62,47 63,00 2,61 2,60
1,4 86,46 86,82 3,77 3,78
1,5 92,64 91,84 17,32 18,40
1,6 94,93 95,95 26,08 24,42
1,7 96,59 97,04 32,48 31,63
1,8 98,34 98,25 38,34 39,96
1,9 98,96 98,96 48,32 48,70
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Rys. 1. Wykres aproksymowanej funkcji F(p)
Fig. 1. Plot of approximated function F(p)
c
-
+* emp
—EOr
13 1.4 1,5 1,6 1,7 18 19 2
p [g/em’]
Rys. 2. Wykres aproksymowanej funkcji Ao(p)
Fig. 2. Plot of approximated function A(p)
Ostatecznie funkcja A;(y) = A,(F!(y)) ma postaé
1
a0 dla y>0,8107
14+ 5167,27e 00987
! dla ye[0,8107;0,8682]
1+5 167’276—0,7085(ln y—In(1-y)+ 5,607
0,1742(In y —In(1-7))—0,198 dla ye(0,8682;0,8742)
1
dla y>0,8742

1+ 971.25¢0-6712(In y=In(1-y)+5,607
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Wartosci A(y) przedstawiono w tabeli 3 oraz na rysunku 3.

Wartos$ci funkcji wzbogacalnosci A(y)

Values of beneficiation function A;(y)

I
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v [%] M) [%]
62,47 2,59
86,46 3,63
92,64 19,51
94,93 23,76
96,59 29,35
98,34 40,72
100,00 49,24
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Rys. 3. Funkcja wzbogacalnosci Henry’ego A,(y)

Fig. 3. Henry’s beneficiation curve A(y)

TABELA 3

TABLE 3

Funkcje A(y) mozna aproksymowac rowniez w inny sposob, a mianowicie korzystajac

z faktu, ze y € [0, 1] oraz warto$ci skumulowanego y stanowia ciag rosnacy, mozna

aproksymowac funkcje¢ y = ®(A) funkcjami opisujacymi dystrybuanty zmiennej losowej,
a nastepnie wyznaczajac funkcje odwrotna y = ®~1(L) uzyskuje si¢ poszukiwana za-

leznos$¢.

Do aproksymacji funkcji y(A) zastosowano polaczenie dwoch funkcji typu logistycznego

(rownanie 5b) (warto$¢ w punkcie A = 0,1 zostata wyznaczona za pomoca metody krigingu

Zwyczajnego) otrzymano:
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! dla A<0,1 (12)
140,9955¢13:794%
v(h) =
1
dla A>0,1
1+0,5750¢ ~8:2088%
Jezeli funkcja y(?»)=¥}L to funkcja do niej odwrotna jest postaci
1+be™
(13)

K(y)zl(lny—ln (1-y)+Inb)
c

Stosujac powyzszy zwiazek dla rownania (12) otrzymuje si¢ nast¢pujaca postac szukanej

funkcji

Aoy (y)=

0,0257 dla y<0,51

0,07258 (In y—In (1-v)—0,0045) dla vy e(0,51;0,7993)
0,1218 (In y—In (1-v)—-0,5533) dla ye(0,7993; 0,99)
0,4923 dla ye(0,99;1)

(14)

Wyniki aproksymacji powyzsza funkcja zaprezentowano w tabeli 4 oraz na rysunku 4.

Wartoé¢ $rednia A zawartosci popiotu w catos$ci materiatu jest wowczas zadana wzo-

rem (15).
TABELA 4
Wartosci funkcji wzbogacalnosci A,(y)
TABLE 4
Values of beneficiation function A,(y)
A vV v [%] Ma(v) [%0]
doswiadczalne (réwnanie 12) (dos$wiadczalne) (réwnanie 14)
2,61 59,00 62,47 3,60
3,77 62,82 86,46 15,84
17,32 87,82 92,64 24,10
26,08 93,67 94,93 28,95
32,48 96,16 96,59 33,99
38,35 97,59 98,34 42,97
48,32 98,92 100,00 49,23
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Rys. 4. Funkcja wzbogacalnosci Henry’ego Ax(y)

Fig. 4. Henry’s beneficiation curve A,(y)

o 15
ho={ )y "

0

Natomiast jezeli A, oznacza $rednia zawarto$é procentowa popiotu w i-tej frakcji
w stosunku do catoéci materiatu to A, jest zadana wzorem

- Vi (16)
0%
Yi-1

gdzie y; | oznacza skumulowany wychod frakcji (i—1)-ej, a i to skumulowany wychod
frakcji i-tej.

Na podstawie wzorow (14) i (15) otrzymuje sig, ze $rednia zawarto$¢ popiotu w catym
badanym materiale wynosi

1

o= My)dy =0,0257y| 1 +0,07258[y In y + (1-7) In (1-7) - 0,0043y] -1
0
+0.1218[yIny+(1=y)In (1-y)-0,5533y]| 020 - +04923y|¢ o0 =7:4%

Natomiast jezeli obliczy A si¢ na podstawie wynikow doswiadczalnych, czyli A=X; f;1;,
gdzie A; oznacza procentowa zawarto$¢ popiotu w i-tej frakcji, a f; wychod tej frakeji,
to otrzymuje sig, ze A = 6,2%.
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Obliczajac na podstawie wzoru (16) $rednia zawarto$¢ popiotu w i-tej frakcji w stosunku
do catosci materiatu otrzymuje si¢ wyniki, ktore przedstawiono w tabeli 5.

TABELA 5
Srednie zawartosci popiotu w i-tej frakcji
TABLE 5
Mean ash contents in ith fraction
A . .. - X -
p o . Wychéd frakcji A = fi e
gestosé frakeji zawartosc p ?p iolu fi doswiadczalne teoretyczne
we frakcji A
1,3 0,0261 0,6247 0,0163 0,0153
1.4 0,0377 0,2399 0,0090 0,0190
1,5 0,1732 0,0618 0,0107 0,0120
1,6 0,2608 0,0229 0,0060 0,0060
1,7 0,3248 0,0166 0,0053 0,0052
1,8 0,3834 0,0175 0,0067 0,0066
1,9 0,4832 0,0166 0,0080 0,0079

Jezeli do oceny jakosci przyblizenia zastosuje si¢ btad $redniokwadratowy s, dla A;,
to otrzymuje sig, ze s, = 0,2%.

Porownujac wyniki na zawarto$¢ $rednia popiotu w catym materiale (réznica wynosi
1,2%) oraz badajac réznicg migdzy zawartosciami popiotu w poszczegolnych frakcjach
w stosunku do catego materiatu, uzyskanymi na podstawie wynikow doswiadczalnych
a wynikami uzyskanymi poprzez aproksymacjg (blad s, = 0,2%) mozna przyjac, ze krzywa
wzbogacalnos$ci Henry’ego dobrze opisuje przebieg tego procesu.

3.2. Powierzchnia wzbogacalnos$ci Henry’ego

Mozna przyjac, ze material wgglowy zostat rozdzielony na N frakcji ze wzgledu na dwie
cechy, a mianowicie ggstos¢ i wielko$¢ ziaren, czyli ze

X;={d,p)de(d;i1,d;).,pepP;i1.p;)} (17)
gdzie:
d — wielko$¢ ziarna,
p — gestosé ziarna.

Przyjmijmy tez, ze y; oznacza procentowy udzial masy frakcji X; w badanym materiale.
Dla kazdej frakcji oszacowano procentowa zawartos¢ popiotu A;, i =1, ..., N.
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Jezeli rozwazaé si¢ bedzie tréjwymiarowy wektor losowy (D, P, A), gdzie D jest
zmienna losowa opisujaca wielko$¢ ziarna, P — jego gestosé, a A zawartos¢ popiotu,
to znajac funkcje gestosci rozktadu tego wektora, czyli funkcje f(d, p, A) mozna wyz-
naczy¢ funkcje A = A(d, p), ktora jest funkcja regresji pierwszego rodzaju (Tumidajski
1997), czyli

P (18)
[ 2p(dpn)d

Md, p)=E(AD=d,P=p)=-"

fi(d.p)

gdzie fi(d, p) jest gestoscia rozktadu wektora (D, P).
Aby wyznaczy¢ funkcje A(d, p) nalezy najpierw wyznaczy¢ funkcje gestosci fid, p, A)

oraz fi(d, p).
Jednym ze sposobow aproksymacji tych ggstosci jest zastosowanie rozkladow Morgen-

sterna (Kotz i in. 2000; Tumidajski 1997) dla ich dystrybuant, jak ponizej
F(d,p,h)=F(d)F, (p)F5 (M) (1+ o p(1-F1 (d) (1-F, (p)) + (19)

+ao 3 (1=F1 (d)) (1=F3 (M) + o o3 (1=F5 (p)) (1=-F3 (1))

oraz
F(d,p)=F,(d)F (p)(1+ 0o (1-F) (d))(1-F5 (p))) (20)
Wowczas
_0%F
d.p.k)= 8dopdn.
oraz
o°F

gdzie Fi(d) oznacza dystrybuant¢ zmiennej losowej D, F»(p) — dystrybuante zmiennej
losowej P, a F3(A) — dystrybuant¢ zmiennej losowej A, natomiast o, o.j2, 013, 0p3 spelniaja
warunki |o < 1, |oyl < 1. W niektorych przypadkach mozna zastosowaé aproksymacje
Farlie-Gumbela-Morgensterna (Kotz i in. 2000), a mianowicie

F(d,p)=Fi(d)F,(p)[1+0a-g1(d)g,(p)] 21
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gdzie gi(d), g>(p) oznaczaja funkcje speiniajace warunki g;(d)<[0,1], g, (p)<[0.]]
a a jest dobranym parametrem z przedziatu [-1,1].

Dla aproksymacji funkcji F(d, p) mozna réwniez zastosowa¢ rozktad dwuwymiarowy
logistyczny (Tumidajski 1997) o postaci

F(d, p)=[1+aje 29 +a,e 2P 17! (22)
gdzie ay, ap, by, by > 0
lub dwuwymiarowy rozktad Gumbela (Tumidajski 1997)
Fd, p)= l—e @d _om0pP y pm@d=ap=cdp (23)
gdzie ay, ap, ¢ > 0.
Ze wzgledu na trudno$ci rachunkowe przy wyznaczaniu funkcji F(d, p, A), czgsto
zamiast regresji pierwszego rodzaju wyznacza si¢ regresj¢ drugiego rodzaju zawartosci

popiotu od gestosci i wielkoéci ziarna. Srednia zawarto$é popiotu w badanym materiale
wyraza si¢ wzorem (Tumidajski 1997)

A= j j Md.p)f(d,p)dddp (24)
D

gdzie:

D={(d,p):d €[0,d yax 1. P €[0,P max 1}

Najczestszymi funkcjami wykorzystywanymi do tego celu sa (Dobosz 2001):
— funkcja multiplikatywna

S ) =By
— funkcja wyktadnicza
f(x, y)= eﬁo*leJrBzy

— funkcja logistyczna

S, »)=

1+ bleiclx + bzeiczy
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— funkcja liniowa
S, y)=ag+ax+ayy

Funkcje f(d, p) mozna rdwniez wyznaczy¢ korzystajac z metod aproksymacji jadrowe;j
(Scott 1992; Niedoba 2005), a mianowicie

1 <k I 1 d—d; PP, 2
PSS 3 SIS LR "y
Adip) == 2 Iy 1( Iy ]2[ hy JU

gdzie:

k1(x) 1 kp(y) sa jednowymiarowymi funkcjami jadrowymi, speliajacymi warunki
a) 0<kj(x)<cy <+0,0<k, (y)<cy <+o0;
b) [ k=1 [k (=1,

B RS

¢) ky(x)=ky(=x), kp (y)=ky (=p).
hy, hy oznaczaja dtugo$¢ pasm, N =X;n;;, n; oznacza liczebno$¢ klasy (iy).

Najczesciej stosowanymi funkcjami jadrowymi sa (Niedoba 2005, 2012):
a) funkcja Epanechnikova o postaci

3(1—1)(2) dla |x[<+/5 (26)
450 5
K(x)=

0 dla |x|>+/5
b) funkcja Gaussa o postaci

Loy’ 27

K(x)=——e dla x e (—o0,40)
V2n

Dhugosci pasm /1y i hy sa wowczas zadane wzorami
a) dla funkcji Epanechnikova

hy =1,056k s, hy =1,0561""3s, (28)
b) dla funkcji Gaussa

hy =1,066k 35, hy =1,0661""3s, (29)
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gdzie k oznacza liczbe klas dla zmiennej D, a [ oznacza liczbg frakcji dla zmiennej P,
natomiast s i sp oznaczaja odchylenia standardowe tych zmiennych.

Jezeli za funkcj¢ jadrowa dla obu zmiennych przyjmie si¢ funkcje Gaussa (25), to
funkcja f{d, p) jest zadana wowczas wzorem:

(d-d)* -p))’ (30)
_ zh]2 zh,
Sd-p)= Nhyh, zllzflzn ¢

Natomiast $rednia zawarto$¢ popiotu w calym materiale mozna obliczy¢ z ponizszej
zaleznosci

€2

(d-d)’ p))’
max P max Md Zh12 thz dodd
anhh Zl 1 Z/ 1 U.[ j ( p)e p

Praktyczne zastosowanie wyzej opisanej metody wraz z przyktadami bedzie przed-
miotem dalszych badan w tym zakresie.

Podsumowanie

1. Otrzymane wyniki aproksymacji dwuwymiarowej pozwalaja stwierdzi¢, ze zaprezento-
wana metodyka moze by¢ z powodzeniem stosowana do aproksymacji podstawowych
krzywych wzbogacalno$ci Henry’ego, co potwierdza fakt, ze Srednia zawarto$¢ popiotu
obliczona na podstawie wynikéw do$wiadczalnych nie rézni si¢ w znaczacy sposob od
warto$ci wyliczonej na podstawie teoretycznej krzywej Henry’ego (réznica o 1,2%).
Ponadto ro6znica migdzy $rednimi zawarto$ciami popiotu w poszczegolnych frakcjach
w stosunku do calego materiatu uzyskanymi na podstawie wynikéw doswiadczalnych
a wynikami teoretycznymi dla A, (y) (krzywej otrzymanej na drodze obliczenia funkcji
odwrotnej y = ®1(L)) nie jest duza (s, = 0,2%), co §wiadczy o prawidtowosci stosowanej
metody aproksymacyjnej. Mozna przyjaé, ze uzyskana krzywa teoretyczna A,(y) jest
dobra aproksymacja krzywej wzbogacalnosci Henry’ego A = A(y).

2. Przedstawienie w postaci analitycznej krzywej Henry’ego pozwala oszacowaé zawartos¢
badanego sktadnika (w dowolnej frakcji badanego materiatu, tzn. w dowolnym zakresie
gestosci). Aproksymacja krzywa A(y) (otrzymana na drodze kompilacji rozktadow
logistycznego i GSA), ze wzgledu na bardziej skomplikowana posta¢ jest mniej uzy-
teczna praktycznie.

3. Zastosowanie metody krigingu zwyczajnego do wyznaczenia szukanych wartosci inte-
resujacych parametrow badanego materialu (jak np. gestos¢, czy zawartos¢ popiotu)
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potwierdza mozliwo$¢ stosowania tej metody w przypadku braku mozliwos$ci uzyskania
danych eksperymentalnych.

4. W przypadku dwuwymiarowej aproksymacji zaproponowano sposoby okreslenia row-
nania teoretycznej powierzchni A = A(d,p), z tym ze w tym przypadku zbadanie doktad-
no$ci aproksymacji bedzie wymagac zastosowania catkowania numerycznego.

Artykut jest wynikiem realizacji projektu badawczego nr 3390/B/T02/2011/40

LITERATURA

Allen T., 1968 — Particle size measurement. London Chapman and Hall.

Dobosz M., 2001 — Statystyczna analiza wynikéw badan. Wyd. Exit, Warszawa.

Drzymata J., 2009 — Podstawy mineralurgii, Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw.

Foszcz D., 2003 — Zastosowanie metod bootstrapowych do bilansowania produkcji na przyktadzie O/ZWR
KGHM ,,Polska Miedz” S.A. Inzynieria Mineralna vol. 3, pp. 64—69.

Gawlik i in. 2004 — Gawlik L., Mirowski T., Mokrzycki E., Olkuski T., Szurlej A., 2004 — Coal
preparation versus losses of chemical energy in combustion processes. Gospodarka Surowcami Mineralnymi
t. 20, z. 4, s. 81-88.

Gottfried B.S., 1981 — Statistical representation of generalised distribution data for floatsink coal-cleaning
devices: sand cones. Int. J. Min. Processing no 8, pp. 89-91.

Kotz iin. 2000 — Kotz S., Balakrishan N.,Johnson N.L., 2000 — Continuous multivariate distributions.
John Wiley, New York.

Krawcezykowski i in. 2012 — Krawczykowski D.,, Krawczykowska A, Trybalski K., 2012 — Laser
particle size analysis — the influence of density and particle shape on measurement results. Gospodarka
Surowcami Mineralnymi t. 28, z. 4, s. 101-112.

Niedoba T., 2003 — Ocena jakosci produktu przy pomocy metod bayesowskich na przyktadzie ztoza ,,Rudna”.
Inzynieria Mineralna no 3, pp. 134-141.

Niedoba T. 2007 — Ocena zawarto$ci popiotu w pokladach wegla za pomoca nieparametrycznych metod
statystycznych. Gornictwo i Geoinzynieria vol. 4, pp. 39-50.

Niedoba T.,2012 —Modern statistical methods in description of raw materials in context of natural environment.
Polish Journal of Environmental Studies vol. 21, no 5A, pp. 321-325.

Niedoba T., Tumidajski T., 2012 — Application of Ordinary Kriging in Purpose of Determination of
Ash Contents in Coal Dependably on Density and Particle Size of Comminuted Material, in Proceedings
of XXVI International Mineral Processing Congress. New Delhi, India, pp. 3835-3843.

Niedoba T.,,Tumidajski T., 2012 — Determination of Ash Contents in Coal by Means of Ordinary Kriging
Method. Journal of Earth Science and Engineering vol. 2, iss. 10, pp. 571-576.

Olejnik i in. 2010 — Olejnik T., Surowiak A, Gawenda T., Niedoba T.,, Tumidajski T., 2010 —
Wielowymiarowe charakterystyki wegli jako podstawa do oceny i korekty technologii ich wzbogacania.
Gornictwo i Geoinzynieria vol. 4/1, pp. 207-216.

Rog L., 2009 — Mozliwos$ci wykorzystania zespotow krzywych wzbogacalnoséci do oceny wlasciwosci fizyko-
chemicznych koncentratow wegli kamiennych. Przeglad Gorniczy vol. 65, no 7-8, pp. 96-109.

Scott D.W., 1992 — Multivariate Density Estimation. John Wiley, New York.

Stepinski W., 1964 — Wzbogacanie grawitacyjne. PWN, Warszawa.

Szarapow LP., 1966 — O statisticzieskom rasriedelenii itotnosti rudosoderzaszczich gornych porad. Fizika
Ziemli.

Tumidajski T., 1992 — Wybrane problemy stochastycznej analizy wlasno$ci materialow uziarnionych i pro-
cesOw przerobki surowcoOw mineralnych. Zeszyty Naukowe AGH, Gornictwo vol. 159, Krakow.



www.czasopisma.pan.pl P N www journals.pan.pl
I

POLSKA AKADEMIA NAUK

171

Tumidajski T., 1997 — Stochastyczna analiza wtasnosci materiatéw uziarnionych i procesow ich rozdziatow.
Wydawnictwo AGH, Krakow.

Tumidajski T., 2012 — Heurystyczne modele proceséw rozdrabniania jako podstawa symulacyjnej opty-
malizacji ich przebieg. Gospodarka Surowcami Mineralnymi t. 28, z. 3, s. 127-137.

ELEMENTY METODOLOGII STOSOWANIA DWU- I WIELOWYMIAROWYCH ROZKEADOW WEASCIWOSCI MATERIALOW
UZIARNIONYCH DO OPISU WZBOGACANIA WEGLI

Stowa kluczowe

Krzywe wzbogacalno$ci Henry’ego, wegiel, aproksymacja, rozktady zmiennych losowych, wielowymiarowe
metody aproksymacji

Streszczenie

Procesy wzbogacania sa glownym elementem sktadowym catosci procesu przerdbczego surowcoOw mine-
ralnych. Efektywnos$¢ procesu i potencjalna wzbogacalno$é surowca okresla si¢ za pomoca krzywych wzboga-
calnosci. Istnieje wiele rodzajow krzywych wzbogacalno$ci, sposrod ktorych jedna z najczgsciej stosowanych jest
krzywa Henry’ego. W pracy przedstawiono metody jej aproksymacji.

Artykut zostat podzielony na dwie czgsci. W czgsci pierwszej przedstawiono aproksymacje krzywej wzboga-
calnosci Henry’ego A = A(y) dla wegla typu 31 (wykorzystano dane z jednej z kopaln Gornoslaskiego Okrggu
Przemystowego) za pomoca dwoch metod. Pierwszy sposob polegat na wyznaczeniu zaleznosci funkcyjnej
pomigdzy zawartoscig popiotu a ggsto$cia A = Ay(p) oraz migdzy wychodem i ggstoscia y = F(p). Nastgpnie poprzez
okreslenie funkcji odwrotnej p = F-1(y) i ztozenie z pierwsza funkcja uzyskano szukang zalezno$¢ dla A(y). Druga
metoda polegata na aproksymacji funkcji y = ®(L) za pomoca potaczenia (sklejenia) dwoch funkeji logistycznych
(punkt sklejenia wyznaczono metoda krigingu zwyczajnego). Nastgpnie poprzez funkcj¢ odwrotna otrzymano
szukang funkcje dla A(y). Doktadnos$¢ przyblizenia okreslono poprzez poréwnanie zawarto$ci popiotu w poszcze-
golnych frakcjach oraz w catym materiale.

W czegsci drugiej pracy zaproponowano sposoby okreslenia powierzchni A = A(d,p) za pomoca regresji
pierwszego rodzaju z zastosowaniem dwu- i trojwymiarowych rozktadow Morgensterna oraz regresji drugiego
rodzaju z zastosowaniem znanych rozktadéw dwuwymiarowych lub przy pomocy metod dwuwymiarowej apro-
ksymacji jadrowej, bedacej jedna z coraz czgsciej stosowanych w praktyce nieparametrycznych metod sta-
tystycznych. Podano réwniez wzory na $rednia zawarto$¢ popiotu w catym badanym materiale.

METHODOLOGICAL ELEMENTS OF APPLYING TWO- AND MULTI-DIMENSIONAL DISTRIBUTIONS
OF GRAINED MATERIALS PROPERTIES TO COAL BENEFICIATION

Key words

Basic Henry’s beneficiation curve, Coal, Approximation, Random variables distribution functions, Multi-
dimensional methods of approximation.

Abstract

Processes of beneficiation are a primary component of mineral processing operations. The efficiency of
the process and potential beneficiation of the material are evaluated by means of beneficiation curves. There are
many varieties of beneficiation curves, among which one of the most often applied is a group called Henry’s
beneficiation curves. Of these, the basic curve for ash content in feed is the most often used. This paper presents the
methods of ash content curve approximation.
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This paper is divided into two parts. Part one contains the approximation of the basic Henry’s beneficiation
curve A = A(y) for energetic coal of type 31 (data from one of the Upper Silesian coal mines were applied for
this purpose) conducted by means of two varying methods. The first method was based on a determination of
the functional relation between ash content and density A = Ay(p) as well as between yield and density y = F(p).
Then, by determination of the reverse function p = F-!(y) and its combination with the first function, the searched
relation for A(y) was obtained. The second method was based on approximation of the function y = ® () by means
of combining two logistical functions (the combining point was determined by means of the ordinary kriging
method). Then, using the reverse function, the searched function A(y) was obtained. The adequacy of ap-
proximation was evaluated by comparison of the ash content both in individual fractions and throughout the whole
material.

The second part of the paper proposes ways of determining the surface A = A(d,p) by means of regression of
the first type by applying two- and three-dimensional Morgenstern distribution functions and by means of
regression of the second type by applying known two-dimensional distribution functions or two-dimensional
kernel approximation. The latter function is the nonparametric statistical method increasingly used. Furthermore,
the paper provides formulas for mean ash content as a component of the whole investigated material.



