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»SLABY” 1 ,,BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI W NIESTACJONARNEJ
GOSPODARCE GALE’A Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

J. von Neumann zaproponowal liniowy model gospodarki (model von Neumanna,
1945-1946), w ktorym zdefiniowal pojecie stanu rownowagi ekonomicznej oparte na
idei réwnosci technologicznych i ekonomicznych efektow produkcji. Dalsze badania
nad modelem von Neumanna doprowadzity do powstania calej teorii neumannowskiej
rownowagi ekonomicznej. Badania w tym kierunku rozpoczeta miedzy innymi grupa
ekonomistoéw i matematykow pod kierunkiem Samuelsona (1960), ktéry sformutowat
hipoteze, ze w dhugich okresach czasu (horyzontach gospodarki) optymalne procesy
wzrostu powinny przebiega¢ po $ciezkach wyznaczonych przez neumannowska row-
nowage ekonomiczng. Rozwdj gospodarki wzdhuz takich $ciezek powinien by¢ tym
dluzszy, im dluzszy jest postulowany horyzont gospodarki. Obszar objety neuman-
nowska rownowagg ekonomiczng przyjeto si¢ nazywac magistralg (na wzor magistrali
— autostrady — w ruchu drogowym).

Pionierska praca J. von Neumanna zapoczatkowata caty nurt badan, ktory w 11
polowie XX w. doprowadzit do powstania w ekonomii matematycznej subdyscypliny
dzisiaj znanej jako teoria magistral. W bogatej literaturze przedmiotu punkt cigzkosci
ktadzie si¢ na badanie tzw. efektu magistrali w réoznych wariantach stacjonarnych
gospodarek typu Neumanna — Gale’a — Leontiefa (ze statlg w czasie technologig;
zob. np. bibliografi¢ w pracy Panek, 2011). Natomiast nieliczne sg prace po§wigcone
efektowi magistrali w niestacjonarnych gospodarkach ze zmienng technologia, zob.
Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler (1972). Wyzwanie takie podejmujemy w artykule.
Inspiracja do jego napisania byta publikacja autora (2013). Obowigzuja oznaczenia
stosowane w pracach Panek (2011, 2013).

1. MODEL NIESTACJONARNEJ GOSPODARKI GALE’A Z GRANICZNA TECHNOLOGIA.
PODSTAWOWE ZALOZENIA

Zaktadamy, ze czas ¢ zmienia si¢ skokowo, ¢ = 0,1,.... Zbior T = {0,1,...,#}
nazywamy horyzontem gospodarki, okres konicowy #; definiuje dlugos¢ horyzontu 7.
W gospodarce Gale’a zuzywa si¢ i wytwarza n towardéw, ktorych liczba nie zmienia
sie w czasie. Przez x(f) = (x;(?),...,x,(f)) Z 0 oznaczamy wektor towarow zuzy-
wanych (nazywamy go wektorem nakladéw lub zuzycia produkcyjnego), a przez
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y(@) = ((0), ...,y,(t)) Z 0 wektor towaréw wytwarzanych w gospodarce w okresie ¢
(nazywamy go wektorem wynikow lub produkcji). Jezeli z wektora nakladow x(7)
mozliwe jest wytworzenie wektora produkcji y(t), wtedy o parze (x(?), y(f)) moéwimy,
ze opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji (w okresie 7). Zbior
Z(f)c R wszystkich technologicznie dopuszczalnych procesow produkcji tworzy
tzw. przestrzen produkcyjng w okresie ¢. Inkluzja (x,y) € Z(¢) oznacza, ze w $wietle
technologii jaka dysponuje gospodarka w okresie ¢, z wektora naktadéw x mozliwe
jest wytworzenie wektora produkcji y. W razie potrzeby bedziemy zamiennie stoso-
wac¢ takze zapis (x(¢), y(¢)) € Z(f). O przestrzeniach produkcyjnych Z(¢) zaktadamy, ze
dla = 0,1, ... spetiaja nastgpujace warunki (zob. np. Panek, 2003, rozdz. 5):

(G1) V(x,y) € Z(t) VA 20 (A(x,y) € Z(1))
(warunek proporcjonalnosci naktadow i wynikow),
(G2) V(x'y) ez, i=12 (¢ +x2. 5" +1* € Z(0))
(warunek addytywnosci procesow produkcyjnych),
(G3) Vx,y) EZ(t)(x=0=y=0)
(warunek ,,braku rogu obfitosci),
(G4 Vi, y)eZ() (x'zx= (x,y) €Z(®))
(mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadow),
(GS) V(x,»)eZ)(0=y' Sy = (x,y) € Z(t)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa mocy produkcyjnych),
(G6) przestrzenie produkcyjne Z(¢) sg zbiorami domknigtymi w R*",
(G7) Z(t)c Z(t+1) = Z i Z jest najmniejszym zbiorem domknietym w R?" zawie-
rajacym wszystkie przestrzenie produkcyjne Z(¢), spetniajacym warunki (G1) — (G6)
(rozwoj technologii w gospodarce zwigksza z czasem jej mozliwosci wytworcze).

Przestrzenie produkcyjne Z(¢), t = 0,1, ..., speliajace warunki (G1) — (G6) nazy-
wamy gale’owskimi. Zbior Z nazywamy graniczng przestrzenig produkcyjng (bedziemy
tez zamiennie pisac, ze przestrzen Z opisuje graniczng technologi¢ w niestacjonarne;j
gospodarce Gale’a). Zapis (x,y) € Z oznacza, ze w $wietle granicznej technologii,
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a, z naktadéw x mozliwe jest wytworzenie pro-
dukcji y. Gospodarke, ktorej przestrzen produkcyjna Z(¢), Z spetniaja warunki (G1)
— (G7) nazywamy niestacjonarng gospodarka Gale’a z graniczng technologia.

o Twierdzenie 1

Jezeli przestrzenie produkcyjne Z(t), Z spetniaja warunki (G1) — (G7), to

(x,y)eZ <3 (x(t), (1) € Z(1), 1=0,1,... (liin(x(t), () = (x, y))
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(tutaj i wszedzie dalej dla jednoznacznosci przyjmujemy, ze

al=2 Ja).

i

a.

1

lima(t) = a < lim|a(t) - a| = 0,
t t

Dowéd. (=) Niech (x,) € Z). Utworzmy ciag {X(0), 70}, w ktorym Ve(x(r) = x)
oraz

y(t) = argmin|y'—y]. (1)

(x,yNeZ(t)

Ciag taki istnieje, gdyz dla kazdego ¢ zadanie (1) ma rozwigzanie (norma H ” jest
bowiem funkcjg ciagla, a zbiory Q,(x)= {y'] (x,") eZ(t)} sg zwarte). Pokazemy, ze
tak zbudowany ciag jest zbiezny do granicy (x,y). Faktycznie, poniewaz V#(x(t) = x),
wystarczy wykazac, ze li§n y(t)=y.Zinkluzji Z(t) = Z(t+1) < ... € Z wnioskujemy, ze

[y +1) -y <y -], )

tj. ciag {y(t)};io jest ograniczony, wigc zawiera podciag {y(tk)}f:1 zbiezny do pewnej
granicy )0. Zatbézmy, ze )0 # y. Z definicji przestrzeni Z(f),Z wynika, ze
W<y ©)
~ 1
(przypominamy, ze zapis a < b oznacza a = b oraz a # b). Niech y =E(y0 +)
Wowcezas ¥ < y i (x,Y) € Z (zgodnie z (G5)). Jednoczesnie

(x,5) & dom| JZ(t)
=0
(symbolem dom A oznaczamy najmniejszy zbidr domkniety zawierajacy A). Istotnie,
gdyby (x,5) e dom| JZ(1), to istnialby ciag procesow (x,5(1) € Z(t) ¢ = 0,1, ...,

=0
zbiezny do (x,7), gdzie ¥ > »". Zgodnie z (3)

b

[F-A<]p’ -
co przeczy definicji (1) ciagu {y(t)};io.
Zatem lim y(z, ) =y. Wowczas na podstawie (2) wnioskujemy, ze lim y(1) = y.
: t

(<) Poniewaz (x(¢), y(t)) e Z(t)c Z, t = 0,1, ... oraz lim(x(¢),y(¢))=(x,y) 1 graniczna

przestrzeh produkcyjna Z jest domknieta w R?", zatem (x,y) € Z.
[
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Przestrzenie produkcyjne Z(¢), Z sa stozkami domknigtymi w R f " z wierzchotkami
w 0. Interesuja nas nietrywialnie procesy (x,y) # 0, tj. elementy zbiorow Z(£)\{0},Z\{0}.

2. TECHNOLOGICZNA I EKONOMICZNA EFEKTYWNOSC PRODUKCIJI. ROWNOWAGA
VON NEUMANNA W GOSPODARCE Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Wezmy proces (x,y) # 0. Wowczas, zgodnie z (G3), mamy x # 0. Liczbe
a(x,y) = max {a|ax = y}
nazywamy wskaznikiem technologiczne]j efektywnosci procesu (x,y). Funkcja o jest

ciggla na Z(¢)\{0} oraz Z\{0} i dodatnio jednorodna stopnia 0 (Panek, 2003, rozdz. 5,
tw. 5.2.). Liczby

ap e =maxa(x,y) (4)
(x.0)EZ(D\{0}
ay =maxa(x,y) (5)
(x,0)Z\{0}

nazywamy odpowiednio:

— optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w niestacjonar-
nej gospodarce Gale’a w okresie ¢ (z przestrzenig produkcyjng Z(¢)),

— optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w niesta-
cjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia (z graniczna przestrzenia

produkcyjng Z).

o Twierdzenie 2

Przy zatozeniach twierdzenia 1:

(i) zadania (4), (5) maja rozwiazania, tj.

(x,y)eZ()\{0}

3@, y(@0) € Z(t)(a(x(t),y(l)) =maxa(x,y) = OlM,,}

A(x,y) e Z(a(x,y) =maxa(x,y)=a, ),

(x,y)eZ\{0}

(2i) Vi(op, < opgper < o)
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Dowdd. (i) Poniewaz funkcja a jest dodatnio jednorodna stopnia O (i ciggla) na
Z(H\{0}, Z\{0}, wigc zadania (4), (5) sa rbwnowazne z zadaniami (odpowiednio)

maxa(x,y) “é)
()l ()

maxa(x,y) (57)
(x,y)el’

maksymalizacji ciggltej funkcji a na zwartych zbiorach

L@ ={(x,»)eZ®)]

[={(x,y)eZ|

X,y

=1,
=1,

X,y
ktore maja rozwigzania (tw. Weierstrassa).

(2i) Zgodnie z (G7)
ZH)cZit+)c..cZ,
stad

a,, =maxa(x,y) = a(x(t),y(t) <maxa(x,y)=a(x(t+1),y(t+1) <.
(x,y)eZ(1)\{0} (x,y)eZ(t+1)\{0}

<maxa(x,y)=a(X,y)=a,.
(x,y)eZ\{0}

O parze wektorow (x(7),y(¢)) moéwimy, ze tworzy optymalny proces produkcji
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢; podobnie o parze wektorow (X, y)
méwimy, ze tworzg optymalny proces produkcji w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
z graniczng technologia (graniczny optymalny proces produkcji w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a).

Poniewaz V1> 0

a(x(1),y(1)) = a(Ax(1), Ay(1)) =y,

oraz
a(fa)_/) = a(ﬂ“faﬂj}):aM ]

zatem w niestacjonarnej gospodarce Gale’a optymalne procesy produkcji s okreslone
z doktadnos$cig do struktury.
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O granicznej przestrzeni produkcyjnej Z zaktadamy dodatkowo, ze spetnia naste-
pujacy warunek (tzw. warunek regularnosci):

(G8) I, M eZ(a(x,y)=a, &y >0)

(istnieje graniczny optymalny proces produkcji, w ktorym wytwarzane sa wszystkie
towary). Gospodarke niestacjonarng Gale’a majaca te wtasno$¢ nazywamy granicznie
regularng. Z warunku (G5) wynika natychmiast, ze w granicznie regularnej gospo-
darce Gale’a

A(x,y)eZ(ayx=y) oraz a,, >0 . (6)

Mowiagc o granicznym optymalnym procesie produkcji mamy dalej na uwadze
proces (x,y) spelniajacy warunek (6).

O wektorze § = b mowimy, ze charakteryzuje strukture produkcji w granicznym

|51
optymalnym procesie. Z (6) wynika, ze wektor ten charakteryzuje takze strukturg
naktadow w takim procesie:

T _ayy _ayy _ ¥ _
Fl~ Jens] aailsl I5
Potprosta
N={A5|A>0} (7

nazywamy magistrala produkcyjna (promieniem von Neumanna) w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a z graniczng technologia.

Niech p = (py,...,p,) = 0 bedzie wektorem cen towaréw oraz (x,y) dowolnym
procesem produkcji. Liczbe

ﬂ(xayap) ZM
(p,x)

(tam gdzie jest okreslana) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnos$ci
procesu (x,)) przy cenach p (tutaj i wszedzie dalej (a,b) oznacza iloczyn skalarny
wektoréw a,b : {a,b) =Za,~b,~).

Jezeli gospodarka Gale’a jest granicznie regularna, to

G20 V(x,»)eZ(p.y)—ay (p.x)<0) (8)
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oraz

B(x.y,p) = maxf(x,y,p) = a(X,y) = @) )

(x.y)eZ\{0}

(zob. Panek, 2003, tw. 5.3). Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia. O tréjce {«,,,(X,y), p}
mowimy, ze charakteryzuje niestacjonarng gospodarke Gale’a z graniczng technologia
w rownowadze von Neumanna. Dochodzi w niej do zrownania ekonomicznej efek-
tywnosci produkcji z efektywnoscia technologiczng na najwyzszym poziomie jaki
moze o0siggnac niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologia.

W celu zapewnienia jednoznacznos$ci magistrali produkcyjnej (7) zaktadamy, ze

(P

G <ay)

(G9) V(x,y) € Z\{0} (x g N = B(x,y,DP)

(efektywnos$¢ ekonomiczna jakiegokolwiek procesu poza magistralg jest nizsza od

. . , . X _
optymalnej). Warunek x ¢ N jest rtOwnowazny z H £5.
X

0 Twierdzenie 3. (Radner, 1961)
Jezeli zachodza warunki (G1) — (G9), to

> e plnp) =L cq, 5,

Ve>0 36,>0 VY(x,y)eZ -
(P> %)

x o _
——§
I

[

Twierdzenie to gra istotng role przy dowodzi magistralnych wlasnosci optymal-
nych proceséw wzrostu, o ktérych mowa w kolejnych twierdzeniach 4, 5.

3. WZROST

Odwzorowanie (multifunkcje) 4, : R} — 2R postaci

a,(x)={y|(x.y) e Z(0)}

nazywamy przeksztatceniem technologicznym w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
w okresie ¢ (generowanym przez przestrzen produkcyjna Z(¢)). Podobnie definiujemy
przeksztatcenie technologiczne a: R — 2R

a(x)={y|(x,y) e Z}

(generowane przez graniczng przestrzen produkcyijng Z).
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Jezeli Z(¢) jest gale’owska przestrzenig produkcyjng (spetniajacg warunki (G1)

— (G6)), to przeksztatcenie technologiczne a, ma nastepujace wiasnosci (Panek, 2003,

tw.5.1):

e Vx20 VA>0 (a[ ()= ia(x)) (jest dodatnio jednorodne stopnia 1),

o W', x*20 (at (x'+x*) ca,(x") +a(x2)) (jest potaddytywne),

+af0) = {0},

e V(x,»)eZ@l) (yea, (x)&0=y'=y=)'ea,(x)) (mozliwos¢ marnotrawstwa
mocy produkcyjnych),

o V(x,y)eZ(t) (vea(x)&x'z2x=yea,(x') (mozliwos¢ marnotrawstwa
naktadow),

e Vx Z 0 zbiory (obrazy) a, (x) sg wypukle i zwarte,

» przeksztalcenie a, jest potciagle (z gory), tzn. spetlnia warunek

VG (¥ ea () & () ED = Tea @)

Podobne wlasnosci ma przeksztalcenie technologiczne a generowane przez gra-
niczng przestrzen produkcyjng Z speliajaca warunki (G1)-(G7).
Ponadto tatwo pokazac, ze

.V Vx20 (q,(x)ca,,(x) ca(x)).

Wezmy dowolny ciag procesow (x(f), y(¢)) € Z(t), t€ T={0,1,...t;}. Standardowo
zaktadamy, ze w horyzoncie T naktady w okresie nastepnym moga pochodzi¢ tylko
z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim!: x(t +1) = y(t), t =0,1,..t; =1, co
przy warunkach (GS5), (G6) prowadzi do inkluzji (y(¢),y(t+1) e Z(¢+1),1=0,1,..t,; -1,
lub rownowaznie:

e+ ca,, (1), t=0,1,.t, 1. (10)

Ustalmy wektor produkcji y° wytworzonej w gospodarce Gale’a w okresie poczat-
kowym ¢ = 0:

1(0) =72 0. 11
O ciggu wektorow produkcji {y(t)}?zo spelniajgcym warunki (10) — (11) mowimy,

ze opisuje ()Y, ;) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.
Przyjmijmy oznaczenia:

1 Jest to wariant modelu Gale’a gospodarki zamknietej. W rozbudowanych wersjach modelu waru-
nek ten mozna ostabic.
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—{y o R, = Ja ), =124

xeR
001

(R 0 ]est zbiorem wszystkich wektorow produkcji mozliwych do wytworzenia w okre-

51e { przez niestacjonarng gospodarke Gale’a z poczatkowg produkcjg y(0) = 10).

Jezeli spelnione sg warunki (G1) — (G6), to V¢, < +oo V)0 > 0 zbiory R Xy
sg niepuste, zwarte i wypukte. Innymi stowy, istniejg (3°, #;) dopuszczalne procesy
wzrostu (Panek, 2003, lemat 5.1).

4. EFEKT MAGISTRALI

Rozpatrzmy nastepujace zadanie maksymalizacji warto$ci produkcji, mierzone;j
w cenach von Neumanna, wytworzonej w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w ostat-
nim okresie horyzontu 7= {0,1,...1;}:

max (p, y(1,))

pw.(10) — (11) (12)
(wektor 3° ustalony).

Zadanie to ma rozwigzanie {y*(t)}?zo, ktére bedziemy nazywac ( yo,tl,;_a) — opty-
()
NG

oznaczamy strukture produkcji w (" v ,t,, p) — optymalnym procesie wzrostu w okresie ?.

malnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a2. Przez s (f) =

W ponizszym twierdzeniu, mowigcym o ,,magistralnej” stabilnosci procesoéw
optymalnych, istotng rolg gra mozliwos$¢ dojscia gospodarki do magistrali:

(G10) Istnieje taki ( I dopuszczalny proces wzrostu {f(t)};o, gdzie 7 <1t,, ze

a(y(I -1, 5@)=ay. (13)

2 Zadanie (12) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie zadania

max{(p,y)

eER,
Y yon
(maksymalizacji funkeji liniowej, a wiec ciaglej, na zwartym zbiorze R . ). Zadanie to ma oczywiscie
rozwigzanie, zatem istnieje rowniez rozwigzanie zadania (12). rA
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o Twierdzenie 43 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a spelnia warunki (G1)-(G10), to dla
dowolnej liczby & > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, Ze liczba okreséw, w ktorych
struktura produkcji w (y°, t,, p) — optymalnym procesie spetnia warunek

Hs*(t) —§H > (14)

nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu T

Dowod. Wezmy (»°,¢,, p) optymalny proces {)70)};0 (rozwigzanie zadania (12)).
Poniewaz dla kazdego ¢ warunek y*(z + 1) e (y*(¢)) jest rownowazny z

O (), y (t+D)eZit+)c Z,
wiec zgodnie z (8)
(P (t+1D))<ay P,y (), t =0,1,..t, —1. (15)

Oznaczmy przez L, zbior tych okresow ¢ € T, w ktorych zachodzi nierownos¢ (14).
Niech /, bedzie liczbg elementdéw zbioru L,. Wowczas, zgodnie z twierdzeniem 3,

(P.y" (t+D) < (et =5,Xp.y" (), dlatel,. (16)

Z (15), (16) otrzymujemy:
(Poy() S e (@ =6,)"(P.y"). (17)

Zgodnie z warunkiem (G10) istnicje taki O°,0) - dopuszczalny proces
wzrostu {(V(0)}_y, 7 <t, ze a(3( -1),5()=a,. Poniewaz ¥(I)e a;(F( -1)),
wiec (¥(7-1),5()) e Z(f). Z (13) oraz z warunku (G5) wynika woOwczas, ze
V(I =1),ayy({-1)eZ({), czyli (¥(f-1)e N, tzn. 5(f —1) =05 dla pewnej liczby
o > 0. Stad, zwazywszy na (G7), otrzymujemy (3°,¢,) — dopuszczalny proces

(1), dla t=0,,.,7-1
y(t)={

o5 al " dlat=1,f +1,..t,

3 Jest to dostosowana do specyfiki niestacjonarnej gospodarki Gale’a z graniczng technologig
wersja twierdzenia 5.8 udowodnionego w pracy Panek (2003).
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oraz nierOwnos¢:
(P, () 2(p,y(t,)) = oaly " (p,5) > 0. (18)

Laczac warunki (17), (18) dochodzimy do nierownosci

t—f+1

a?/lilg (aM _§g)lﬁ<[_79y0>20-aM <l_77§>>07

z ktorej otrzymujemy oszacowanie gérnego ograniczenia liczby /,:

In4

<
Ine,, —In(ay, —0,)

& - b

t=1,— _0
gdzie 4 :aM<<p,y>). W charakterze liczby k, wystarczy wzig¢ najmniejsza liczbe
o(p,s
naturalng wieksza od min{0,B}. Liczba ta nie zalezy od #; (tj. od dtugosci hory-
zontu 7).
[

W mysl twierdzenia, optymalne procesy wzrostu w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a z graniczng technologia ,,prawie zawsze” (poza pewng skonczong liczba okre-
sOw, niezalezng od dtugosci horyzontu, w ktorym badamy funkcjonowanie gospodarki)
przebiegaja dowolnie blisko magistrali wyznaczanej przez graniczng technologi¢. Na
magistrali gospodarka osigga najwyzsze tempo wzrostu.

Prostg (aczkolwiek nietrywialng) konsekwencja twierdzenia 4 jest ponizsza wersja
,.bardzo silnego” twierdzenia o magistrali z graniczng technologig.

o Twierdzenie 5 (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali)

Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajgcej warunki (G1)-(G9)
(yo,tl,ﬁ) — optymalny proces wzrostu w pewnym okresie 7 <t spelnia warunek
a(y'(),y" ({ +1))=a,, (prowadzi do magistrali N), to

vte{t+1,..,t; -1} * @) eN).

Dowéd. Optymalny proces {y*(t)}?zo z zalozenia w okresie 7 <¢, prowadzi do
magistrali. Istnieje wiec taka liczba o > 0, ze (' (f) = 65 oraz (3°,,) — dopuszczalny
proces wzrostu {7(£)}", postaci:

50 V@), dla t=0,1,.,7~1
yu)= T o
osaydla t=f,f+1,.,1

(dowod przebiega analogicznie jak w twierdzeniu 4).
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Woéwcezas

(B,Y" (0)2(p,7(1)) =od); (§,5) > 0. (19)

Z drugiej strony, postepujac jak przy dowodzie twierdzenia 4, z warunku (15)
otrzymujemy:

Py 6 <y (Poy (4 =1) < .. < aly B,y (D)) = oy (P, 5). (20)

Zatbézmy, ze w pewnym okresie t € {7 + 1,...,t; — 1}:

M—E =& J
Y@

y*(r)&‘N, tzn. d¢ >0 {

Woéwczas, zgodnie z twierdzeniem 3

36, >0 ((p,y" (z+D) < (@), =5,XD.¥ (),

co lacznie z (20) prowadzi do nieréwnosci:

tl—i—l

(p.y (0) < 00" (@y —6,)(p.5). 1)
Z (19), (21) otrzymujemy warunek

odly ™ (@, - 8,)(p.5) = oty (p,5)>0,

z ktérego wynika, ze J, < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowadd.
[

Twierdzenie 5 glosi, ze ,,wej$cie” optymalnego procesu wzrostu w pewnym okre-
sie na magistrale w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia skut-
kuje jej pobytem na magistrali wszgdzie dalej, za wyjatkiem ewentualnie ostatniego
okresu horyzontu 7.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu



,Staby” i, bardzo silny” efekt magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologiq 303

LITERATURA

[1] Gantz D. T., (1980), A Strong Turnpike Theorem for a Nonstationary von Neumann-Gale Produc-
tion Model, Econometrica, 48 (7), 1777-90.

[2] Joshi S., (1997), Turnpike Theorems in Nonconvex Nonstationary Envirenments, Int. Econ. Rev.,
38 (1), 225-248.

[3] Keeler E. B., (1972), A Twisted Turnpike, Int. Econ. Rev., 13 (1), 160-166.

[4] Panek E., (2003), Ekonomia matematyczna, Wydawnictwo AE w Poznaniu.

[5] Panek E., (2011), O pewnej prostej wersji ,,stabego” twierdzenia o magistrali w modelu von Neu-
manna, Przeglgd Statystyczny, 58 (1-2), 75-87.

[6] Panek E., (2013), Niestacjonarny model von Neumanna z graniczng technologia, Studia Oecono-
mica Posnaniensia, 1 (1), 49-68.

[7] Radner R., (1961), Paths of Economic Growth that are Optimal with Regard only to Final States:
A Turnpike Theorem, Rev. Econ. Studies, 28 (2), 98-104.

[8] Samuelson P. A., (1959), Efficient Path of Capital Accumulation in Terms of the Calculus of Vari-
ations, w: Arrow K. J., Karlin S., Suppes P., (red.), Mathematical Methods in the Social Sciences,
Stanford, California, 77-88.

[9] Von Neumann J., (1945-1946), A Model of General Economic Equilibrium, Rev. Econ. Studies, 13
(1), 1-9.

»SLEABY” I, BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI
W NIESTACJONARNEJ GOSPODARCE GALE’A Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Streszczenie

W bogatej literaturze z teorii magistral zdecydowana wickszo$¢ prac poswigcona jest magistralnym
wiasnosciom optymalnych procesow wzrostu w stacjonarnych gospodarkach typu Neumanna — Gale’a
— Leontiefa.

Do bardzo nielicznych naleza publikacje, ktorych autorzy podejmuja probg zbadania wiasnosci
optymalnych procesow wzrostu w gospodarkach niestacjonarnych (ze zmienng technologia). Zadanie to
podjeto w artykule na gruncie niestacjonarnej gospodarki Gale’a z technologia graniczna.

Stowa kluczowe: niestacjonarny model Gale’a, technologia graniczna, rownowaga von Neumanna,
magistrala produkcyjna
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~WEAK” AND ,,VERY STRONG” TURNPIKE EFFECT
IN THE NON-STATIONARY GALE ECONOMY WITH LIMIT TECHNOLOGY

Abstract

In the rich literature on the turnpike theory the vast majority of papers consider turnpike properties
of optimal growth processes in the stationary Neumann-Gale-Leontief economies.

There are only few papers, in which their authors attempt to explore characteristics of the optimal
growth processes in the non-stationary economies (with changeable technology). This objective has been
undertook in this paper with the non-stationary Gale economy with the limit technology.

Keywords: non-stationary Gale model, limit technology, von Neumann equilibrium, production
turnpike



