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ALICJA OLEJNIK

WYBRANE METODY TESTOWANIA MODELI REGRESJI PRZESTRZENNEJ

1.WPROWADZENIE

Regresja liniowa jest jedna z najpopularniejszych technik eksploracji danych.
Zaktada ona jednakze, iz obserwacje w probie sg niezalezne, co nickoniecznie jest
spetnione w przypadku danych przestrzennych, czesto charakteryzujacych sie auto-
korelacja przestrzenng. Wspotcze$nie w literaturze §wiatowej wiele miejsca poswigca
si¢ problemom analizy i modelowania zjawisk o charakterze przestrzennym, margina-
lizujac jednak czgsto aspekt weryfikacji poprawnosci zatozonej struktury autokorelacji
przestrzennej. Powszechne podejscie do modelowania zjawisk przestrzennych opiera
si¢ na technicznej eliminacji problemu autokorelacji przestrzennej z modelu ekonome-
trycznego. Nietrudno jednak zauwazy¢, ze potraktowanie autokorelacji przestrzennej,
jako dodatkowego zrodia informacji, pomaga lepiej modelowaé rzeczywiste zjawiska
o charakterze przestrzennym. Takie podej$cie wymaga jednak skutecznych narzedzi
testujacych i weryfikujacych poprawnos¢ wyboru postaci modelu przestrzennego.

Celem niniejszego artykulu jest zatem przyblizenie wybranych metod pozwalaja-
cych na wybor modeli najlepiej opisujacych zjawiska o charakterze przestrzennym.
W niniejszej pracy opisane zostang podstawowe testy dla modeli regresji przestrzen-
nej ze wskazaniem ich pozytywnych i negatywnych stron oraz zalecenia dotyczace
ich stosowalno$ci. Zaprezentowane metody pozwalaja na testowanie wystgpowania
autokorelacji przestrzennej w modelu oraz wybor najlepszej specyfikacji modelu
przestrzennego. W artykule wskazano réwniez propozycje odpowiedniej procedury
testujacej przestrzenng niestacjonarnos¢, majgcej istotny wptyw na wybor ostateczne;j
postaci modelu.

2. NIESTANDARDOWY TEST MORANA / W MODELU REGRESJI LINIOWE]
Z AUTOKORELACJA PRZESTRZENNA SKEADNIKA LOSOWEGO

Przypomnijmy, ze autokorelacja przestrzenna danych oznacza stopien skorelowa-
nia obserwowanej warto$ci zmiennej z wartoscig tej samej zmiennej w innej lokaliza-
cji w przestrzeni (np. regionie). Wyrézniamy dwa rodzaje autokorelacji przestrzenne;j-
dodatnig i ujemna. Dla autokorelacji dodatniej obiekty, ktore sa potozone blisko siebie
maja tendencje do przyjmowania podobnych wartos$ci, dla ujemnej autokorelacji prze-
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strzennej, obserwujemy, sgsiedztwo wysokich wartosci z niskimi (i odwrotnie). Jesli
autokorelacja przestrzenna wystepuje w modelu ekonometrycznym, nalezy uwzglednic¢
ja w postaci modelu, aby zminimalizowac jej negatywny wpltyw na jako$¢ oszacowan
parametrow modelu!. Zauwazmy rowniez, ze przy duzej autokorelacji przestrzennej
efektywna wielko$¢ proby jest mniejsza niz obserwowana.

Rozwazmy model z przestrzennie autoskorelowanym sktadnikiem losowym, ktory
uwzglednia przestrzenng zalezno$¢ w rozktadzie skladnika losowego (por. Anselin,
1988). Wowczas poszczegodlne btedy u; dla roznych lokalizacji sa skorelowane z btg-
dami w innych lokalizacjach:

y=Xp+u, u=AWu+eg, £~N(0,05°1), (1)

gdzie y jest wektorem zmiennych losowych, z ktorych kazda reprezentuje odpowiedni
region ekonomiczny (wojewoddztwo, panstwo, itp.), W oznacza przestrzenng macierz
wag, o wymiarach NxN, a przez macierz X, o wymiarach NxK rozumie¢ bgdziemy
macierz zmiennych objasniajacych, z uwzglednieniem wyrazu wolnego, wnoszaca
do modelu dodatkowa, zewngtrzng informacj¢ o badanym procesie. Zmienna u to
N-wymiarowy wektor skorelowanych przestrzennie sktadnikow losowych, za$§ € to
proces gaussowskiego bialego szumu z zerowa warto$cig oczekiwang i macierza
wariancji-kowariancji o?I. Parametr A jest wspolczynnikiem przestrzennej korelacji
reszt, dla ktorego przyjmujemy zatozenie: [A|<I.

Test Morana opracowany zostal przez Patricka Morana w roku 1950 i jest naj-
powszechniej stosowanym testem autokorelacji przestrzennej. Ponizej przedstawimy
test Morana jednak w nieco odmiennym od standardowego ujeciu. W odroznieniu
od podejscia klasycznego nie bedziemy zaktadaé a priori normalnosci rozktadu
sktadnika losowego, a raczej rozwazymy asymptotyczny rozktad statystyk testowych.
Kelejian i1 Prucha (2001) argumentujg, ze mozemy przyjac¢ ogélne zatozenia, przy
ktorych statystyka Morana [ jest asymptotycznie rownowazna formie kwadratowe;j
sktadnika losowego oraz podaja ogolng posta¢ Centralnego Twierdzenia Granicznego
dla takiej formy kwadratowej. Te wlasnosci statystyki / pozwalaja na uzaleznienie
elementow macierzy formy kwadratowej od wielkosci proby, tak jak to zazwyczaj
ma miejsce w przypadku modeli typu Cliffa-Orda (1981). Takie podejscie, dopuszcza
heteroskedastycznos$¢ sktadnika losowego. Nalezy podkresli¢, iz wczesniejsze roz-
wazania dotyczace asymptotycznego rozktadu statystyki / w tescie Morana, lub row-
nowaznych testow opartych na mnozniku Lagrange’a, nie uwzgledniaty przypadku,
w ktorym elementy przestrzennej macierzy wag zaleza od wielko$ci proby. Podobnie,
nie dopuszczano heteroskedastycznosci sktadnika losowego, przyjmujac a priori jego
rozktad normalny N(0, o).

1 Przypomnijmy, ze w przypadku wystepowania zjawiska autokorelacji przestrzennej estymator
metody najmniejszych kwadratow moze nie by¢ zgodny, ani nawet nieobciazony (por. Anselin, 1988).
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Ponizej zdefiniujemy statystyke testowa / dla modelu regresji liniowej bez op6z-
nien przestrzennych w zmiennej zaleznej. Nastepnie pokazemy, ze test Morana oraz
test mnoznikow Lagrange’a (LM) przestrzennej autokorelacji sktadnika losowego sa
tozsame (por. Burridge, 1980). Okaze sig¢, iz statystyka testu Morana jest zdefiniowana
w postaci formy kwadratowej sktadnika losowego (lub reszt) znormalizowanych przez
szacowany btad standardowy formy kwadratowej. Cliff i Ord (1973, 1981) w swojej
definicji statystyki Morana / zastosowali czynnik normalizujacy bedacy niezgodnym
estymatorem odchylenia standardowego formy kwadratowej. Wymagat on dalszej nor-
malizacji w celu uzyskania statystyki asymptotycznie standaryzowanej. W kolejnych
publikacjach blad ten byt powtarzany przez wielu autorow.

2.1. DEFINICJA STATYSTYKI MORANA 1

Niech e oznacza wektor reszt modelu z estymacji MNK. Woweczas, przy hipotezie
zerowej Hy: A =0 o braku autokorelacji przestrzennej reszt modelu (z hipotezg alter-
natywna: Hi: A # 0) statystyka Morana / przyjmuje postac:

e’ We
I=—— T 2 °
Nee[tr(W +W)W)]
gdzie #r(.) oznacza §lad macierzy.

Wyniki prac opublikowane przez Kelejiana i Pruche (2001) dowodza, iz przy
zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, statystyka I dazy wzgledem dystrybuanty do
rozktadu normalnego, tj.:

2

1-2,N(0,1).

Na uwagg zastuguje fakt, iz w wickszosci pozycji literaturowych, we wzorze (2)
dzielnik, bedacy pierwiastkiem §ladu macierzy zastgpowany jest suma elementow
macierzy W. Poniewaz w og6lnosci:

[ (W + W)W #Z.5 ;. )

to powszechnie stosowane podejscie jest niepoprawne. Nalezy nadmieni¢, ze w swoim
artykule z 1950 roku Moran rozwazal przestrzenne macierze o wagach przyjmujacych
tylko warto$ci rowne zero lub jeden. Wowczas zachodzi: w;= w?;, co we wzorze (3)
daje rownos$¢2.

2 Zauwazmy, ze wlasnosci testu takie jak np. moc, czy nieobcigzono$¢ zalezg od stopnia w jakim

macierz wag przestrzennych wykorzystana do wyliczenia statystyki Morana wlasciwie odwzorowuje
rzeczywiste powigzania pomi¢dzy obiektami przestrzennymi. Problem ten dotyczy wszystkich testow
autokorelacji przestrzennej sktadnika losowego i jest zauwazany oraz aktualnie dyskutowany przez
specjalistow (por. Drukker, Prucha, 2013).
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2.2. TEST OPARTY NA MNOZNIKACH LAGRANGE’A

Przy przyjetych powyzej oznaczeniach oraz zatozeniach tatwo zauwazy¢, ze sta-
tystyka LM przyjmuje postac:

¢’ We ’ 5
{Nlere[tr((wT +W)W)]l/2} -7 (1) @)

Zatem statystyka testowa LM jest kwadratem statystyki Morana /. Cho¢ fakt ten
zostal zaobserwowany juz w 1980 roku przez Burridge’a (1980), do dzi$ pozostaje
w cieniu szeroko rozpowszechnionego pogladu o roztagcznosci tychze dwoch testow.

2.3. STANDARYZACJA STATYSTYKI MORANA / DLA MALYCH PROB

Oznaczmy reszty modelu (1) przez: e=y—Xﬁ, gdzie Ii jest estymatorem postaci:
[Aiz(XTX)’lXTy. Wprowadzmy oznaczenie: My =I-Py, gdzie P, =X(X'X)"'X".

Woéwcezas:

e:y—Xﬁ
=y-X(X'X)"'X"y
=(Xp+u)-X(X"X)"'X"(Xp+u)
=[Xp+u—-X(X"X)"'X"XB-X(X"X)"'X"u]
=u-X(X"X)"'X"u
=M,u

Przy zalozeniu o normalno$ci sktadnika losowego mozna pokazac, ze:

N 1
CN=K [tr(W +W)W)]"2

E() r(PyW),

Var(1)=C[tr(M WM W) +r(M WM W) +[tr(M W) |- E*(1),

N? 1
(N=K)YN-K+2) [tr(W + W)W)]

gdzie: C=
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W przypadku matych prob, warto§¢ oczekiwana statystyki Morana / moze by¢
zatem rozna od zera, a jej wariancja r6zna od jednosci. Dla matych préb mozna jed-
nak zaproponowac standaryzacje, ktora umozliwi testowanie obecnosci autokorelacji
przestrzenne;j.

Warto zauwazy¢, iz w literaturze spotyka si¢ liczne uproszczenia postaci wariancji
statystyki Morana /, przy przyjeciu pewnych dodatkowych warunkéw uszczegodtawia-
jacych, np.: WI=W,

Przy pewnych zalozeniach dotyczacych macierzy W zachodzi, iz:

}llg}cE(I)zo, }gr;Var(I)zl.
Poniewaz /2, N(0,1) mozemy wnioskowaé, ze:

I1-E()

TR ~2,N(0,1).

I tak na przyktad, dla testu Morana hipoteza zerowa o braku autokorelacji przestrzen-
nej, przy poziomie istotnosci 0,05, odrzucana jest gdy:

[_—E(I) > 1 96
War(D]*

3. NIESTANDARDOWY TEST MORANA / W MODELU AUTOREGRESIJI PRZESTRZENNEJ
Z AUTOKORELACJA PRZESTRZENNA SKEADNIKA LOSOWEGO

Rozwazmy teraz model autoregresji przestrzennej z autokorelacja przestrzenna
sktadnika losowego:

y=pWy+Xp+u,
y=7Zd+u, ®))
u=AWu+g, £~N(0,5°1),

gdzie |p|<1 — wspotczynnikiem przestrzennym, |[A|<] — wspdtczynnikiem przestrzennej
autokorelacji sktadnika losowego oraz Z =[X, Wy], 8=[B", p].

Przy standardowych zatozeniach mozemy rozwaza¢ estymator Metody Zmiennych
Instrumentalnych dla parametru o:

o0=(2"72)"1"y,
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gdzie: Z:H(HTH)AHTZ , H— macierz instrumentow, oraz ezy—XS, oznacza wek-
tor reszt modelu. Stawiamy hipotez¢ zerowa Hy: A # 0, przy hipotezie alternatywne;j
Hy: A # 0 Statystyka Morana / dla modelu autoregresji przestrzennej z autokorelacja
przestrzenng sktadnika losowego przyjmuje postaé:

T
- e We )

|:(N‘eTe)2 [ (W + W)W)]+(NleTe)ISTIST/2 ’

gdzie: b=—H(Z'Z)"' Z'HHH)"'Z" (W+W")e, oraz [, N(0,1)3.

Zatem przy dwustronnym tescie na poziomie istotnosci 5% hipoteza zerowa
Hy: A = 0 jest odrzucana dla wartosci |1|>1,96.

4. TEST F DLA MODELU PRZESTRZENNEGO

Analogicznie jak dla modeli klasycznych, do porownywania oszacowanych prze-
strzennych modeli ekonometrycznych mozna wykorzystaé¢ test F. Rozwazmy zatem
dwa przyktadowe modele przestrzenne, przestrzenny model autoregresyjny SAR oraz
przestrzenny model SADL (Spatially autoregressive-distributed lag model) (Olejnik,
2008):

SAR: y=pWy+Xp+g, £~N(0,5°1),
SADL: y=pWy+Xp+WXy+¢g, &~N(0,0°0),

gdzie X to macierz zmiennych objasniajacych o wymiarach (NVxK), P to odpowia-
dajacy jej k-elementowy wektor parametrow, natomiast y jest k-elementowym wek-
torem parametréw dla wazonej przestrzennie macierzy zmiennych objasniajgcych.
Przyjmijmy zatozenie, ze f # 0. W celu zbadania istotnos$ci wektora przestrzennego
v stawiamy hipoteze: Hy: v = 0 przy hipotezie alternatywnej Hy: y # 0. Statystyka F
przyjmuje woéwczas postac:

- RSS;, - RSS,
o NZCKAD[RSSun = RSSuon] e yy ook 1y,
K+1 RSSqup1

3 Rozumowanie pozwalajace stwierdzi¢, ze statystyka o postaci (6) dazy wedtug dystrybuanty do
rozktadu normalnego mozna znalez¢ w opracowaniu Kelejian i Prucha (2001).
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gdzie RSSq,pr 0znacza sum¢ kwadratow reszt z modelu SADL, za§ RSSqsr — sume
kwadratéw reszt modelu SAR.

Za pomoca testu F istnieje rowniez mozliwos¢ wykonania analizy poréwnawczej
dla dowolnych dwoch modeli przestrzennych. Zauwazmy, ze analogiczne rozumowa-
nie mozemy przeprowadzi¢ rowniez dla modelu przestrzennego i klasycznej regresji
liniowej. Taka analiza w istotny sposob moze pomoc w podjeciu decyzji o zasadnosci,
badz nie zastosowania modelu przestrzennego. W ocenie autora test ten wydaje si¢
by¢ niedoceniany przez badaczy pomimo swej prostej konstrukcji i istotnej roli dla
wyboru wlasciwej postaci modelu. Za pomocg powyzszego testu mozna dokonywaé
poréwnan nie tylko pomiedzy modelami o takiej samej postaci funkcyjnej, ale row-
niez roznigcych si¢ macierzami wag przestrzennych W.

5. TEST J DLA SPECYFIKACJI MODELU PRZESTRZENNEGO

Ponizej zaprezentujemy test oparty na procedurze testu J, bedacej znanym algo-
rytmem testowania modeli niezagniezdzonych (por. Kelejian, 2008). Przedstawiony
tu test, umozliwia porownanie wybranego modelu przestrzennego z pojedynczym lub
wieloma niezagniezdzonymi modelami alternatywnymi. Rozwazane modele moga,
cho¢ nie muszg zawiera¢ opdznienia przestrzenne, zar6wno w zmiennej zaleznej, jak
i sktadniku losowym. Idea testu sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie, czy model
alternatywny wnosi dodatkowa informacje w stosunku do modelu wyjsciowego.

Rozwazmy autoregresyjny model przestrzenny z autokorelacjg sktadnika loso-
wego. Jako hipoteze zerowsa, zaproponujmy model wyjsciowy:

y=pWy+Xp+u
Hy| =zs+u . ®)
u=AWu+eg £~N(0,5°I)

Jako alternatywe, przyjmujemy G przeciwstawnych modeli:

y=p,Wy+Xp, +u,
H: =73 +u, : )
u,=4Wu,+g, &~N(0,0°1)

gdzie i =1, ..., G. Zauwazmy, ze w szczegdlnym przypadku, model wyjsciowy od
modeli alternatywnych moze r6zni¢ si¢ tylko postacig przestrzennej macierzy wag, co
z punktu widzenia analiz przestrzennych jest kwestig bardzo istotna.
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W wyniku przemnozenia obustronnego przez macierz (I-AW) modelu (8)
mozemy go zapisaé w postaci:

(I-AW)y=(1-AW)Z5 +e. (10)

Dla skrocenia zapisu, przyjmijmy nastgpujace oznaczenia: y(4) = (I-AW)y,
Z(A) = (1-AW)Z, Z(4;)) = 1-4,W))Z;. Woéwczas model (10) przyjmie postac:

y(A)=Z(1)d+¢. (11)

A

Przez 8, oznaczmy pewien estymator parametru 8;. Wowczas modyfikacja klasy-
cznego testu J (por. Davidson i MacKinnon, 1981; Pesaran i Weeks, 2001) na przy-
padek przestrzenny wymaga rozszerzenia modelu (11) do postaci:

Y =Z()o+ Y a[Z,(3)8]+e
z (12)

G R G R
=Z(1)d+ Zai [Z:5,]+ Z(Q[WZ@H&
i=1 i=1

gdzie a;, ¢, sa parametrami oraz spetniony jest warunek: ¢ =-a,A. Zauwazmy, ze
dla modelu (8), z hipotezy zerowej mamy: o, = 0. Na mocy powyzszego mozemy
przeformutowacé testowang hipoteze:

Hya,=¢ =0,dlai=1,...,G (13)
W swojej pracy Kelejian (2008), jako procedure estymacyjna, zaproponowat

metode oparta na zastosowaniu zmiennych instrumentalnych. Rozwazmy zatem naste-
pujace macierze instrumentow:

H=[X, WX WX, ..., WX],vz,
H; = [X;, WX, WiZXia s WXz,
ITII': [Xa WX: WZX, EEEE) WVX]LNZa

gdzie X=[X,Xj,X,, ..., X;], natomiast indeks LNZ, oznacza liniowo niezalezne
kolumny rozwazanej macierzy*. Zaklada sie, iz przyjete macierze instrumentow
zawierajg co najmniej wszystkie liniowo niezalezne kolumny (w sensie rozpina-

4 W wigkszosci przypadkow nie rozwaza sie instrumentow z macierzg wag w potedze wyzszej niz
dwa.
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nej przestrzeni) odpowiednich macierzy: [X,WX], [X,,WX], oraz [X, WX], dla
i=1,...,G. Przy powyzszych oznaczeniach, mozemy przedstawi¢ etapy procedury
postepowania w przypadku testu J dla modeli przestrzennych.

Etap 1

Estymujemy model (8) metodg 2MNK (dwustopniowa MNK) przy uzyciu macie-
rzy instrumentéw H, skad otrzymujemy reszty modelu, ktory oznaczmy przez .
Rownolegle, estymujemy G modeli alternatywnych postaci (9), metodg 2MNK, przy
uzyciu macierzy instrumentéow H;, uzyskujac oszacowania parametrow 9;.

Etap 2

Stosujemy procedure UMM (Uogoélnionej Metody Momentéw) dla modelu (8),
w celu estymacji parametru 4 z wykorzystaniem wyliczonych weze$niej reszt modelu
. Podstawiajac oszacowany parametr A do modelu (11) nalezy oszacowac tak otrzy-
many model metoda 2MNK przy zastosowaniu macierzy instrumentéw H. Nastepnie,
otrzymany z estymacji wektor reszt €, wykorzystujemy do estymacji wariancji sktad-
nika losowego:

5.=N""¢'¢. (14)

Etap 3

W rozszerzonym modelu (12) nastepujemy parametr A jego oszacowaniem A
otrzymanym w poprzednim kroku.

Przyjmijmy oznaczenia:

Y= [Z181, e ZGSGa W1Z181, vy WGZGSGLW: (a1, ..., 06, @1, -, ¢G]T-

Woéwcezas empirycznym odpowiednikiem rozszerzonego modelu (12) bedzie
model postaci:

y(A) ~ Z(1)8+ Yy+e. (15)

Etap 4

W kolejnym kroku nalezy oszacowaé parametry modelu (15) metodg 2MNK
z zastosowaniem macierzy instrumentow H. Oznaczmy macierz zmiennych objasnia-
jacych w modelu (15) przez E= [Z(1), Y], parametry regresji za$ przez Y =[0",y'].
Zauwazmy, ze dla modelu okre$lonego w hipotezie zerowej mamy Y, =[0",0’ ] Niech
E=P == [Z(A), Y], gdzie operator rzutu na macierz Z jest postaci: Py = HH H)'H’

Wowczas estymator 2MNK parametru y przyjmuje postac:

1=E2) "2y, (16)
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Twierdzenie
Przy pewnych standardowych zatozeniach (por. Kelejian, 2008) i przyjetych
powyzej oznaczeniach, mamy:

N2 (§—y,)-25N(0,67 plim(Z'E) ™),

N—oo

ol =plimé;,
N—oo
gdzie plim oznacza zbiezno$¢ wzgledem prawdopodobienstwa’.
Na mocy powyzszego twierdzenia, wnioskowania dla matych prob moga by¢
oparte na zatozeniu:

¥~ N(y.62(E'8)"). (17)

Niech K=K+14+2G, 7' =[0",¥'] oraz niech VCy reprezentuje oszacowanie
macierzy wariancji-kowariancji estymatora ¥ opartego na matej probie. Wowczas
VCy stanowi podmacierz o wymiarach 2Gx2G_macierzy wariancji-kowariancji
parametru ¥ — macierzy 6.(2'Z)" o wymiarach K xK. Wowczas test Walda (por.
Godfrey i1 Pesaran, 1983) odrzuca hipotez¢ zerowa Hy: w = 0 na korzy$¢ hipotezy
alternatywnej H;: y # 0 na poziomie istotnosci a, gdy:

A -1
(\if’ VG, \ilj> 2 .(2G), (18)

gdzie x%(1.(2G) oznacza kwantyl rozktadu x> o 2G stopniach swobody, rzedu 1-a.

6. TESTOWANIE STACJONARNOSCI PRZESTRZENNE]

Problem niestacjonarnosci przestrzennej jako pierwszy rozwazat Fingleton (1999).
W swej pracy zauwazyl on, ze przestrzenna niestacjonarnos¢, analogicznie jak
w przypadku szeregdw czasowych, moze prowadzi¢ do wystapienia regresji pozornej.
Ponizej zaprezentowano procedure testowa umozliwiajaca wykluczenie wystepowania
problemu niestacjonarnos$ci przestrzenne;j.

Jako punkt wyj$cia przyjmijmy model postaci:

y=pWy+g, &£~N(0,0°1). (19)

> Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy Kelejian (2008).
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W powyzszym rownaniu spetnienie warunku |p|<1 zapewnia co najmniej asymp-
totyczng stacjonarnos¢ danych generujacych proces przestrzenny. W tym wypadku
mozemy powiedzie¢, ze y jest przestrzennie zintegrowanym procesem rze¢du zero
— SI(0).

Rozwazmy model postaci:

y=Xp+e, £=AWe+pn, p~N(0,5°0). (20)

Kosfeld 1 Lauridsen (2004) zaproponowali dwustopniowy test wskazujgcy na ist-
nienie przestrzennej stacjonarnosci. Ich strategia, oparta jest na dwustopniowym tescie
mnoznikow Lagrange’a dla przestrzennie skorelowanego sktadnika losowego®. Zatem
dla modelu , przy Hy: A = 0 mozemy zastosowac¢ procedurg testu LM dla reszt modelu
(LME). Jesli statystyka testowa okaze si¢ nieistotnie r6zna od zera, powiemy, Ze nie
mamy tu do czynienia z autokorelacjg przestrzenng (A=0). W przeciwnym wypadku
mozemy wnioskowac o wystepowaniu autokorelacji przestrzennej lub tez o istnieniu
przestrzennej niestacjonarnosci.

W drugim etapie, nalezy zweryfikowac, czy parametr przestrzennej autoregresji
w réwnaniu (20) wynosi jeden, czy jest mniejszy od jednosci. W tym celu nalezy
zastosowac test LM dla przestrzennie zréznicowanego modelu (DLME) postaci:

Ay=AXB+p p~N(0,0°D), 1)

gdzie: p=(1-AW)e. Wowczas hipoteza zerowa jest rownowazna: H,:|A|=1, przy
hipotezie alternatywnej ;| A[<1.

Analogiczna procedura moze zosta¢ zastosowana w celu badania przestrzenne;j
niestacjonarnosci kazdej ze zmiennych rozwazanego modelu. Wtedy nalezy wykonaé
regresj¢ danej zmiennej na czynnik staly. Bardziej szczegdtowa analize problemu
przestrzennej niestacjonarnosci wraz z przyktadem badania przestrzennej stacjonar-
nosci dla procesu konwergencji w UE mozna znalez¢ w publikacji autora (Olejnik,
2008).

6 Wiasnosci testu zostaty dokladnie opisane w pracy Kosfelda i Lauridsena (2006). Alternatywne
metody testowania mozna znalez¢ w pracy Kosfelda i Lauridsena (2004), gdzie zastosowana procedura
oparta zostata na tescie Walda oraz w opracowaniu Lauridsena (1999), w ktorym wykorzystano podejscie
Dickey-Fullera.
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7. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono metody testowania autokorelacji przestrzennej w naj-
popularniejszych modelach przestrzennych. Jako narzedzie do poréwnywania dwoch
ekonometrycznych modeli przestrzennych, lub modelu przestrzennego z klasycznym
zaproponowano zastosowanie znanego testu F. Z bardziej zaawansowanych narze-
dzi wspomagajacych dokonanie wyboru wlasciwego modelu zaprezentowano test
J. Mimo dos$¢ skomplikowanej konstrukcji testu, jego rola dla oceny poprawnosci
przyjetej struktury przestrzennej jest bardzo duza. Zdaniem autora, w chwili obecnej
stanowi on najlepsze narzedzie poréwnawcze nieposiadajace porownywalnej alter-
natywy. Ostatnia czg$¢ pracy przybliza problem przestrzennej niestacjonarno$ci oraz
prezentuje odpowiednig procedure testujaca.

Mimo szerokich mozliwos$ci przedstawionych metod mozna zauwazy¢ koniecz-
no$¢ dalszego rozszerzania i modyfikacji zaprezentowanej metodologii. W dalszych
opracowaniach planowane jest przedstawienie zatem konstrukcji testow dla prze-
strzennych modeli wielowymiarowych. W szczegdlnosci planuje si¢ opracowanie
wielowymiarowego testu J dla modeli klasy WAMP — Wielowymiarowych autoregre-
syjnych modeli przestrzennych (por. Olejnik, 2013).
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WYBRANE METODY TESTOWANIA MODELI REGRESJI PRZESTRZENNEJ

Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest przyblizenie nowoczesnych metod testowania modeli regresji przestrzen-
nej pozwalajacych wybra¢ poprawng postaé struktury zalezno$ci przestrzennych. Metody te umozli-
wiaja testowanie wystepowania autokorelacji przestrzennej, a w dalszym etapie pozwalajg na wlasciwa
specyfikacje modelu przestrzennego. W artykule wskazano wady i zalety prezentowanych metod oraz
przedstawiono pewne rekomendacje dotyczace ich stosowania. W opracowaniu przedstawiono réwniez
problem przestrzennej niestacjonarnosci oraz zaproponowano wlasciwa procedure weryfikacyjna.

Stowa kluczowe: modele regresji przestrzennej, test J, test £, Statystyka Morana /, przestrzenna
niestacjonarno$é

SOME TESTING METHODS FOR SPATIAL REGRESSION MODELS

Abstract

The aim of this paper is to introduce modern testing methods for Spatial Regression Models used
for selection of the correct structure of spatial dependencies. Presented methodology allows one to test
for the presence of spatial autocorrelation and at a further stage to make the correct model specification.
The paper presents some merits and drawbacks of selected statistical test widely used in spatial model-
ling with some recommendations. The problem of spatial non-stationarity with an appropriate testing
procedure is also introduced.

Keywords: spatial regression models, J test, F' test, Moran /, spatial non-stationarity



