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1. WST P

Ubóstwo jest przewa nie rozpatrywane w uj ciu statycznym przez pryzmat docho-
dów lub wydatków gospodarstwa domowego. Oznacza to, e na podstawie danych 
dotycz cych dochodów lub wydatków w danym momencie czasowym, obliczane s  
wybrane mierniki ubóstwa, dotycz ce najcz ciej jego zasi gu, g boko ci czy dotkli-
wo ci. Mo na zauwa y , e w Polsce i za granic  coraz cz ciej s  przeprowadzane 
badania panelowe, które pozwalaj  poszerzy  badania nad ubóstwem o wymiar czasowy. 
Dynamika i trwa o  ubóstwa mog  by  analizowane z wykorzystaniem metod analizy 
historii zdarze , zwanych równie  metodami analizy prze ycia lub metodami analizy 
trwania. Analiza dynamiki ubóstwa z zastosowaniem tych metod zosta a zapocz tko-
wana przez Bane, Ellwood (1986), przy czym skupiali si  oni w badaniach na czasach 
oczekiwania na pierwsze wyj cie ze sfery ubóstwa oraz na pierwsze wej cie do sfery 
ubóstwa. W trakcie okresu obserwacji gospodarstwa domowe mog  jednak wchodzi  
i wychodzi  ze sfery ubóstwa wielokrotnie. W pó niejszych badaniach Stevens (1994, 
1999) podkre la a, e w badaniach nale y uwzgl dnia  wszystkie epizody (epizod to 
czas oczekiwania na wyst pienie zdarzenia, czyli na wej cie lub wyj cie ze sfery ubó-
stwa), poniewa  tu  po wyj ciu ze sfery ubóstwa gospodarstwa domowe s  bardziej 
nara one na ponowne wej cie do sfery ubóstwa. Z tego powodu, zdaniem Stevens, 
rozk ad ogó u lat sp dzonych w sferze ubóstwa w przypadku analizy wielokrotnych 
epizodów jest zupe nie inny ni  w przypadku analizy pojedynczych epizodów. Nale y 
równie  zwróci  uwag  na sugestie innych autorów (np. Allison, 2010), którzy podkre-
laj , e w przypadku, gdy rednia liczba epizodów przypadaj ca na jednostk  jest nie-

wielka (mniejsza ni  dwa), to analiz  lepiej ograniczy  jedynie do pierwszego epizodu.
Celem niniejszego opracowania jest analiza czasu trwania gospodarstw domo-

wych w sferze ubóstwa oraz poza sfer  ubóstwa. Analiza zostanie przeprowadzona 
za pomoc  nieparametrycznych estymatorów funkcji prze ycia dla powtarzaj cych 
si  epizodów (estymatory Wanga-Changa oraz Peñy-Strawdermana-Hollandera). 
Nale y podkre li , e estymatory te b d  po raz pierwszy wykorzystywane w badaniu 
trwa o ci ubóstwa. Wyniki uzyskane za pomoc  wymienionych estymatorów zostan  
porównane z wynikami uzyskanymi za pomoc  znanego estymatora funkcji prze ycia 
dla pojedynczego epizodu – estymatora Kaplana-Meiera.
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2. WYMIAR CZASOWY W BADANIU UBÓSTWA

Problemy z pomiarem ubóstwa pojawiaj  si  ju  etapie de  niowania tego zjawi-
ska, nast pnie wi  si  z okre leniem wska nika dobrobytu ekonomicznego, granicy 
ubóstwa oraz skal ekwiwalentno ci. Zde  niowanie kategorii ubóstwa jest pierwszym 
i najwa niejszym krokiem na drodze pomiaru jego charakterystyk. Wszystkie de  ni-
cje ubóstwa mo na dopasowa  do jednej z nast puj cych kategorii:

 ubóstwo to posiadanie mniej ni  obiektywnie zdefiniowane absolutne 
minimum,

 ubóstwo to posiadanie mniej ni  inni w spo ecze stwie,
 ubóstwo to uczucie, e nie ma si  wystarczaj co du o, aby sobie poradzi .

Zgodnie z pierwsz  kategori  de  nicji ubóstwo jest absolutne (bezwzgl dne), 
zgodnie z drug  kategori  – relatywne (wzgl dne), natomiast wed ug trzeciej katego-
rii mo e by  absolutne, relatywne lub mieszane. Inna ró nica pomi dzy kategoriami 
polega na tym, e trzecia kategoria de  niuje ubóstwo jako subiektywn  sytuacj , 
podczas gdy pierwsza i druga kategoria – jako obiektywn  sytuacj  (Hagenaars, de 
Vos, 1988).

Pomiar ubóstwa absolutnego polega na okre leniu warto ci dochodów potrzebnych 
do zakupu dóbr i us ug zaspokajaj cych niezb dne potrzeby jednostki. Koncepcja 
ubóstwa relatywnego zawiera natomiast w sobie odniesienie poziomu zaspokojenia 
potrzeb jednostek do poziomu ich zaspokojenia przez innych cz onków spo ecze stwa 
(Panek, 2011, s. 18–19). 

W uj ciu subiektywnym oceny poziomu zaspokojenia potrzeb dokonuj  same 
badane jednostki (osoby, rodziny, gospodarstwa domowe), natomiast w przypadku 
uj cia obiektywnego ocena poziomu zaspokojenia potrzeb badanych jednostek jest 
dokonywana niezale nie od ich osobistych warto ciowa  w tym zakresie (Panek 
i inni, 1999, s. 11). 

Badaj c ubóstwo nale y równie  podj  decyzj , czy ubóstwo b dzie rozumiane 
w sposób klasyczny czy wielowymiarowy, tzn. czy b dzie postrzegane jedynie 
w kategoriach pieni nych (przez pryzmat dochodów lub wydatków) czy równie  
przez pryzmat zasobów materialnych (np. dobra trwa ego u ytku, mieszkanie itd.) 
ocenianych w formie niemonetarnej.

Szczególnie istotnym podzia em ubóstwa, z punktu widzenia niniejszego opra-
cowania, jest podzia  na ubóstwo chwilowe i chroniczne (trwa e, d ugookresowe). 
Ubóstwo trwa e bywa interpretowane jako „szczególny przypadek ubóstwa wielo-
wymiarowego, w którym czas jest dodatkowym – poza dochodem (konsumpcj ) 
– wymiarem uwzgl dnianym w analizie” (Topi ska, 2008). Trwa y pobyt w sferze 
ubóstwa jest szczególnie niebezpieczny dla jednostek, poniewa  sprzyja wykluczeniu 
spo ecznemu oraz degradacji biologicznej. Z tego powodu monitorowanie ubóstwa 
w d u szej perspektywie czasu jest niezb dnym elementem skutecznej polityki spo-
ecznej pa stwa.
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W badaniach ubóstwa uwzgl dniaj cych czas s  stosowane cztery rodzaje metod 
(Rodgers, Rodgers, 1993; Layte, Fouarge, 2004), w ród których znajduje si  metoda 
oparta na analizie liczby okresów (ang. spell-based approach). Wykorzystuje ona 
modele trwania do oszacowania czasu trwania w sferze ubóstwa, ryzyka wyj cia ze 
sfery ubóstwa w zale no ci od czasu trwania okresu ubóstwa i ró nych cech jednostek 
oraz zajmuje si  szacowaniem redniego czasu trwania okresu ubóstwa. Prekursorami 
tego podej cia byli Bane, Ellwood (1986), którzy brali pod uwag  pojedyncze okresy 
sp dzone w ubóstwie oraz poza sfer  ubóstwa. Stevens (1994, 1999) analizuj c ubó-
stwo bra a pod uwag  wszystkie okresy sp dzone przez gospodarstwa domowe w sfe-
rze oraz poza sfer  ubóstwa. Badaniem ubóstwa z wykorzystaniem metod analizy 
historii zdarze  zajmowali si  równie  mi dzy innymi Fouarge, Layte (2005), Callens, 
Croux (2009) oraz Andriopoulou, Tsakloglou (2011). Niew tpliw  zalet  metody 
opartej na liczbie okresów jest to, e uwzgl dnia problem cenzurowania obserwacji, 
tzn. czy pocz tek i koniec sekwencji okresów sp dzonych w ubóstwie oraz poza sfer  
ubóstwa jest znany czy te  nie.

Nale y zaznaczy , e wybór okre lonej de  nicji ubóstwa implikuje okre lony 
sposób pomiaru ubóstwa. Przyjmuj c de  nicj  ubóstwa np. w uj ciu relatywnym, 
dysponujemy pewnym wachlarzem mo liwo ci wyboru granicy ubóstwa czy skal 
ekwiwalentno ci. Wyczerpuj cy opis metodologii ubóstwa mo na znale  w litera-
turze przedmiotu, zarówno zagranicznej, np. Hagenaars, van Praag (1985), Atkinson 
i inni (2002), jak i krajowej (na pierwszy plan wysuwaj  si  prace T. Panka1).

3. ANALIZA POJEDYNCZEGO ZDARZENIA

3.1. ANALIZA HISTORII ZDARZE  – PODSTAWOWE POJ CIA I MIARY

Analiza historii zdarze  jest ogólnym poj ciem odnosz cym si  do grupy staty-
stycznych metod pozwalaj cych analizowa  czas oczekiwania na wyst pienie zdarze-
nia (Mills, 2011, s. 257). Przez zdarzenie (ang. event) nale y rozumie  ka d  zmian  
w warto ciach cechy pierwotnej powoduj c  przej cie z jednego stanu w drugi. 
Cechy pierwotne identy  kuj  stan pobytu, natomiast cechy wtórne ró nicuj  mi dzy 
sob  jednostki b d ce w tym samym stanie pobytu (Fr tczak i inni, 2005, s. 22). 
Czas oczekiwania na wyst pienie zdarzenia T nazywany jest czasem prze ycia, cza-
sem trwania lub epizodem (ang. survival time, duration, spell). Czas prze ycia jest 
nieujemn  zmienn  losow  wyra on  w latach, miesi cach, tygodniach, dniach itd. 
Konkretna warto  T jest oznaczana jako t. 

Podstawowe miary w analizie historii zdarze  s  rozpatrywane dla pojedynczego 
epizodu i kiedy wyró nia si  jeden stan wyj cia (ang. origin state) i jeden stan prze-
znaczenia (ang. destination state), mamy do czynienia z populacj  homogeniczn , 

1 Przyk adowe prace: Panek i inni (1999), Panek (2011).
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a zmienna T jest zmienn  ci g . Miary te w literaturze przedmiotu s  okre lane jako 
miary w analizie pojedynczych epizodów (Fr tczak i inni, 2005, s. 37).

Kluczowymi miarami wyst puj cymi w analizie trwania s  funkcja prze ycia 
S(t) oraz funkcja hazardu (ryzyka, intensywno ci zdarze ) (t). Funkcja prze ycia 
mo e by  wyra ona w odniesieniu do dystrybuanty. Dystrybuanta zmiennej losowej T 
okre la prawdopodobie stwo, e czas prze ycia T jest mniejszy b d  równy warto ci 
t (Hosmer i inni, 2008, s. 16; Mills, 2011, s. 9):

   (1)

Funkcj  prze ycia de  niuje si  w nast puj cy sposób

   (2)

Wyra a ona prawdopodobie stwo tego, e czas prze ycia T jest wi kszy od war-
to ci t Funkcja prze ycia ma nast puj ce teoretyczne w asno ci (Kleinbaum, Klein, 
2005, s. 9): jest nierosn ca, g adka oraz S(0) = 1 i   W praktyce, zda-
rzenia s  obserwowane na dyskretnej skali czasu (dni, tygodnie itd.) i z tego powodu 
wykres funkcji prze ycia jest funkcj  schodkow . Wykres cz sto nie zmierza do zera 
na ko cu badania, co jest spowodowane tym, e nie ka da jednostka do wiadcza 
zdarzenia. Funkcje prze ycia w teorii i praktyce przedstawiono odpowiednio na 
rysunkach 1 oraz 2.

Rysunek 1. Teoretyczna funkcja prze ycia
ród o: opracowanie w asne na podstawie (Kleinbaum, Klein, 2005, s. 9).
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Rysunek 2. Funkcja prze ycia w praktyce
ród o: jak rysunek 1.

Funkcja ryzyka to funkcja wyra ona wzorem

   (3)

gdzie: S(t) – funkcja prze ycia, f(t) – funkcja g sto ci zmiennej czasowej T. 
Funkcja ryzyka jest warunkow  funkcj  g sto ci wyst pienia zdarzenia w chwili 

t, pod warunkiem, e do tej chwili jednostka takiego zdarzenia nie dozna a (Bieszk-
-Stolorz, Markowicz, 2012, s. 23).

3.2. CENZUROWANIE INFORMACJI

W wielu przypadkach historia epizodu nie jest kompletna, co oznacza, e pojawia 
si  problem cenzurowania. Cenzurowanie jest de  niowane jako wyst pienie zdarze-
nia, gdy jednostka nie jest pod obserwacj  (Fr tczak i inni, 2005, s. 22). Lewostronne 
cenzurowanie wyst puje w sytuacji, gdy jednostka do wiadcza zdarzenia przed rozpo-
cz ciem okresu obserwacji, natomiast prawostronne cenzurowanie, gdy zdarzenia ma 
miejsce po zako czeniu okresu obserwacji. Cenzurowanie prawostronne ma miejsce, 
gdy badanie jest prowadzone przez okre lony z góry czas, gdy jednostka uczestnicz ca 
w badaniu wycofa si  wcze niej lub gdy jednostka znika z pola obj tego obserwacj  
z niewiadomych powodów.

Na rysunku 3 zilustrowano gra  cznie kilka mo liwych sytuacji cenzurowania 
informacji, przy czym pocz tek linii bez dodatkowego oznaczenia to pocz tek nara-
enia jednostki na ryzyko wyst pienia zdarzenia, czarny kwadrat symbolizuje wyst -

pienie zdarzenia, natomiast „x” oznacza cenzurowanie.
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Rysunek 3. Cenzurowanie informacji w przypadku pojedynczego epizodu
ród o: opracowanie w asne.

Spo ród zaprezentowanych na rysunku sytuacji, tylko w pierwszym przypadku 
historia epizodu jest kompletna. Epizody drugi i trzeci s  cenzurowane prawostron-
nie. W przypadku epizodu numer dwa mo na przypuszcza , e jednostka b d  sama 
zrezygnowa a z udzia u w dalszych badaniach lub znik a z pola obserwacji z innych 
powodów. Z tak  sytuacj  mo na si  cz sto spotka  w przypadku bada  panelowych. 
Cenzurowanie prawostronne epizodu trzeciego rozpoczyna si  od ko ca okresu obser-
wacji, najcz ciej oznacza to dat  realizacji badania. Tego typu cenzurowanie mo e 
wyst pi  w badaniach retrospektywnych i panelowych. Czwarty epizod jest cenzuro-
wany obustronnie, a sytuacja taka mo e równie  wyst pi  zarówno w badaniach retro-
spektywnych, jak i panelowych. W przypadku pi tego epizodu wyst puje cz ciowe 
obci cie lewostronne, co oznacza, e nie jest znany pocz tek epizodu oraz pewien 
jego fragment z pocz tkowej fazy. Ostatni epizod to przyk ad epizodu cenzurowanego 
obustronnie, lecz w przeciwie stwie do epizodu czwartego, uci cie prawostronne ma 
miejsce wewn trz okresu obserwacji, a nie na jego ko cu.

Nale y podkre li , e rysunek nie wyczerpuje wszystkich rodzajów cenzurowa-
nia (np. epizody ca kowicie ocenzurowane prawostronnie i lewostronnie), a wi cej 
informacji na temat cenzurowania informacji mo na znale  m.in. w pracy Fr tczak 
i inni (2005).

3.3. KLASY MODELI ANALIZY HISTORII ZDARZE

W analizie prze ycia s  stosowane modele nieparametryczne, semiparame-
tryczne oraz parametryczne (opis modeli na podstawie Collett, 2003; Mills, 2011, 
s. 11–14). 
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Analiz  trwania rozpoczyna si  cz sto od modeli nieparametrycznych i w a nie 
te modele b d  stosowane w analizie. Do nieparametrycznych modeli zaliczany jest 
estymator aktuarialny (metoda tablic trwania ycia) oraz estymator Kaplana-Meiera 
(produktu iloczynowego). W modelach nieparametrycznych nie ma adnego za o enia 
dotycz cego kszta tu funkcji ryzyka oraz wp ywu oddzia ywania zmiennych obja nia-
j cych na kszta t tej funkcji, a wp yw zmiennych ujawnia si  poprzez rozwarstwienie 
danych na grupy. Nieparametryczne metody s  dobr  metod  do zrozumienia podstaw 
i dokonania opisu, przy czym estymator aktuarialny jest dobry dla du ych zbiorów 
danych oraz w przypadku, gdy czasy zdarze  nie s  precyzyjnie mierzone, natomiast 
estymator Kaplana-Meiera jest bardziej korzystny dla mniejszych prób oraz dla 
danych mierzonych precyzyjnie.

Do modeli semiparametrycznych nale y zaliczy  modele Coxa oraz modele 
wyk adnicze sta e przedzia ami. W modelach tych nie ma za o enia dotycz cego 
kszta tu funkcji ryzyka, lecz jest silne za o enie dotycz ce wp ywu oddzia ywania 
zmiennych na kszta t funkcji hazardu pomi dzy grupami na przestrzeni czasu. Do 
estymacji parametrów modeli semiparametrycznych stosowana jest metoda cz ciowej 
wiarygodno ci. Nie mo na stosowa  tradycyjnej metody najwi kszej wiarygodno ci, 
poniewa  nie ma wyspecy  kowanej parametrycznie funkcji dla hazardu bazowego 
(jest to hazard przy za o eniu, e wszystkie zmienne obja niaj ce s  równe zero). 
Modele semiparametryczne s  modelami elastycznymi, pozwalaj cymi uwzgl dni  
wiele zmiennych, a wyniki s  cz sto zbli one do wyników uzyskanych na podstawie 
modeli parametrycznych, lecz bez restrykcyjnych za o e . Modele te s  jednak ma o 
odpowiednie do testowania hipotez o zale no ci w czasie (tzn. jak hazard zmienia si  
w czasie) oraz s  mniej precyzyjne od modeli parametrycznych.

Do modeli parametrycznych mo na zaliczy  mi dzy innymi modele: wyk adniczy, 
Weibulla, logistyczny, gamma, normalny, komplementarny log-log, log-normalny, 
Gompertza. W przypadku tych modeli badacz musi okre li  z góry kszta t funkcji 
ryzyka oraz jak zmienne wp ywaj  na funkcj  ryzyka. Parametry modeli parametrycz-
nych s  estymowane metod  najwi kszej wiarygodno ci. W porównaniu do modeli 
semiparametrycznych, oszacowania parametrów tych modeli s  bardziej precyzyjne. 
W modelach parametrycznych mo na uwzgl dni  wiele zmiennych obja niaj cych, 
zarówno dyskretnych, jak i ci g ych. Modele te okre laj  kszta t funkcji hazardu, 
dzi ki czemu mo na na ich podstawie przeprowadza  predykcj . Istotn  wad  modeli 
parametrycznych jest to, e przy b dnie okre lonej funkcji ryzyka, oszacowane para-
metry modelu mog  by  powa nie obci one.

3.4. ESTYMATOR KAPLANA-MEIERA

Najbardziej popularnym estymatorem funkcji prze ycia dla danych niecenzuro-
wanych oraz cenzurowanych prawostronnie jest estymator Kaplana-Meiera (1958) 
zwany równie  estymatorem produktu iloczynowego. Dla próby n epizodów, niech 
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t1 < t2 < ... < tm b d  uporz dkowanymi czasami trwania epizodów oraz t0 = 0. Esty-
mator Kaplana-Meiera przyjmuje posta :

   (4)

gdzie: di – liczba zdarze  wyst puj cych w momencie ti, ni – liczba jednostek nara-
onych na ryzyko wyst pienia zdarzenia bezpo rednio przed czasem ti ( cznie z cen-

zurowanymi czasami prze ycia w momencie ti ).
Wariancj  estymatora Kaplana-Meiera okre la si , stosuj c najcz ciej formu  

Greenwooda (1926):

   (5)

Peterson (1977) udowodni , e estymator Kaplana-Meiera jest zgodny, natomiast 
Breslow i Crowley (1974) pokazali, e   ma asymptotyczny rozk ad 
normalny z warto ci  oczekiwan  zero oraz macierz  wariancji-kowariancji, która 
mo e by  aproksymowana z zastosowaniem formu y Greenwooda.

4. ANALIZA ZDARZE  POWTARZAJ CYCH SI

Zdarzenia powtarzaj ce si  s  zdarzeniami tego samego typu, mog cymi si  
powtarza  wielokrotnie w ci gu ycia jednostki, np. wej cie do sfery ubóstwa czy 
utrata pracy. Na rysunku 4 przedstawiono trzy przyk adowe jednostki ze zdarzeniami 
powtarzaj cymi si .

Czarny kwadrat symbolizuje wyst pienie zdarzenia, natomiast „x” oznacza cen-
zurowanie prawostronne. Przyj to, e informacje nie by y cenzurowane lewostronnie, 
poniewa  ka da jednostka spe nia a warunek pocz tkowy, jakim by o wyst pienie 
zdarzenia inicjuj cego (ang. initial event). Przyk adowo, w analizie czasu trwa-
nia ubóstwa zdarzeniem tym jest wej cie do sfery ubóstwa. Mo na zauwa y , e 
pierwsza jednostka prze y a dwa zdarzenia przed cenzurowaniem, druga jednostka 
do wiadczy a trzech zdarze , ko cz c okres obserwacji zdarzeniem (nie wyst puje 
cenzurowanie), natomiast jednostka trzecia nie prze y a adnego zdarzenia przed 
cenzurowaniem. 
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Rysunek 4. Przyk ad trzech jednostek ze zdarzeniami powtarzaj cymi si
ród o: opracowanie w asne na podstawie (Kelly, Lim, 2000; González, 2006, s. 5).

4.1. PRZEDZIA Y RYZYKA

W przypadku zdarze  powtarzaj cych si  czas jest indeksowany w dwóch skalach: 
kalendarzowej oraz pomi dzy kolejnymi zdarzeniami. Przedzia y ryzyka okre laj , 
kiedy jednostka jest nara ona na wyst pienie zdarzenia wzd u  danej skali czasu. 
Mo na wyró ni  trzy rodzaje przedzia ów ryzyka: luka czasowa, ca kowity czas oraz 
proces liczenia. Wykorzystuj c dane z rysunku 4, na rysunku 5 zilustrowano rodzaje 
przedzia ów ryzyka.

Luka czasowa (ang. interoccurrence time, gap time) jest czasem odst pu od 
poprzedniego zdarzenia, co oznacza, e zegar jest restartowany po zaj ciu ka dego 
zdarzenia. W przypadku ca kowitego czasu (ang. total time) zegar nie jest restar-
towany po zaj ciu zdarzenia, tym samym czas jest liczony od wybranego punktu 
na skali czasu. Proces liczenia (ang. counting proces) wymaga rozwa enia czasu 
kalendarzowego oraz luk czasowych, co oznacza, e jest on procesem podwójnie 
indeksowanym2. Proces liczenia u ywa tej samej skali czasu jak ca kowity czas, ale 
uwzgl dnia fakt, e jednostka mo e mie  opó nione wej cie lub cenzurowany okres 
przed tym, gdy zacz a by  nara ona na ryzyko wyst pienia zdarzenia. W przypadku 
luki czasowej oraz procesu liczenia jednostka jest zagro ona wyst pieniem zdarzenia 
przez ten sam okres czasu. Nale y zauwa y , e przedzia  ryzyka dla pierwszego 
zdarzenia jest taki sam w przypadku wszystkich de  nicji przedzia ów ryzyka.

2 Proces liczenia jest procesem stochastycznym z dodatnimi, ca kowitymi i rosn cymi warto ciami.
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a) luka czasowa

b) ca kowity czas

c) proces liczenia

Rysunek 5. Rodzaje przedzia ów ryzyka
ród o: jak rysunek 4.
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4.2. DEFINICJE I ZA O ENIA

Luki czasowe mog  by  niezale ne i mie  takie same rozk ady (ang. independent 
and identically distributed – i.i.d.) lub mog  by  ze sob  skorelowane. W pierw-
szym przypadku mówimy o modelu i.i.d., natomiast w drugim przypadku najcz ciej 
rozpatrywany jest multiplikatywny model s abo ci (ang. multiplicative frailty model) 
(González, Peña, 2003, 2004; González, 2006).

W modelu i.i.d. zak adamy, e dysponujemy n niezale nymi jednostkami. Dla i-tej 
jednostki kolejne luki czasowe oznaczamy przez Tij,j = 1,2,..., a Ti0 = 0. Zak adamy, 
e czasy odst pu od poprzedniego zdarzenia s  i.i.d. nieujemnymi zmiennymi loso-

wymi z czn  absolutnie ci g  dystrybuant  F(t) = P{Tij  t}. Ponadto zak adamy, 
e obserwacja i-tej jednostki ustaje w losowym czasie i, gdzie 1, 2, ..., n s  i.i.d. 

z czn  dystrybuant  G(w) = P{ i  w} Zak adamy ponadto, e i oraz Tij s  wza-
jemnie niezale ne. Empiryczn  dystrybuant  i oznaczmy przez Gn(t). Dla ka dego 
i = 1,2,...,n niech Si0 = 0 i Sij = j Tij,j = 1,2,.... Liczba wyst pie  zdarzenia dla i-tej 
jednostki jest równa

   (6)

Ostatecznie, dla i-tej jednostki obserwowane s  zmienne losowe:

 

W przypadku multiplikatywnego modelu s abo ci zak adamy, e dla ka dej jed-
nostki istnieje nieobserwowalna s abo  Zi. Mówi c, e pewne jednostki s  „s absze”, 
mamy na my li to, e s  bardziej nara one na prze ycie zdarzenia ni  inne jednostki. 
Nieobserwowalna s abo  przyjmuje warto ci dodatnie. Pod warunkiem Zi = z luki 
czasowe Ti1, Ti2,... s  i.i.d. z warunkow  funkcj  prze ycia

   (7)

gdzie 0(.) jest funkcj  ryzyka powi zan  z bazow  funkcj  prze ycia   Bazowa 
(podstawowa) funkcja prze ycia jest funkcj , która zale y jedynie od czasu (nie 
wyst puj  w niej inne zmienne obja niaj ce). Zak ada si , e s abo ci Z1,Z2,...,Zn s  
i.i.d. od nieznanej dystrybuanty H. S abo ci nie s  obserwowalne, wi c szacowane jest 
brzegowe prze ycie luk czasowych Tij 

   (8)
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gdzie  jest transformat  Laplace’a Z1, a  
jest skumulowan  funkcj  ryzyka . Brzegowa skumulowana funkcja ryzyka jest 
okre lona wzorem

   (9)

Obydwie postaci wynikaj  bezpo rednio z de  nicji (.). 
Popularnym wyborem nieznanej dystrybuanty s abo ci H jest dystrybuanta gamma 

z parametrem kszta tu i parametrem skali równym nieznanemu parametrowi . W tym 
przypadku czna brzegowa funkcja prze ycia  w (8) przyjmuje posta :

   (10)

Parametr  okre la stopie  skorelowania pomi dzy lukami czasowymi w obr bie jed-
nostki. W szczególno ci, je eli  ro nie (maleje), zale no  mi dzy czasami odst pu 
maleje (ro nie). Przyjmuj c   otrzymujemy model z niezale nymi lukami czaso-
wymi, w którym luki Tij maj  czn  funkcj  prze ycia . W rzeczywisto ci, gdy  

 to Zi zbiega do jedno ci wed ug prawdopodobie stwa dla i = 1,2,...,n. 

4.3. ESTYMATOR WANGA-CHANGA

Wang i Chang (1999) zaproponowali estymator cznej brzegowej funkcji prze y-
cia zak adaj cy skorelowanie luk czasowych w obr bie jednostek. Autorzy rozwa ali 
struktur  korelacji w do  ogólny sposób, uwzgl dniaj c jako specjalne przypadki 
zarówno model i.i.d., jak i model s abo ci gamma. Przyjmuj c wszystkie wagi3 równe 
jeden (ai w notacji Wanga i Changa), estymator przyjmuje posta

   (11)

Przy konstrukcji estymatora Wanga-Changa ostatnia luka czasowa nie jest brana pod 
uwag , chyba e i-ta jednostka nie do wiadczy a zdarzenia w czasie [0, i]:

3 Wagi te zale  od d ugo ci czasów i. Na podstawie przeprowadzonych symulacji, Wang i Chang 
stwierdzili, e przyj cie jednakowych wag jest bardzo dobrym wyborem.
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   (12)

Ponadto, d* jest sum  proporcji jednostek, których czasy odst pu mi dzy zdarzeniami 
s  równe t w momencie wyst pienia zdarzenia:

   (13)

natomiast R* jest redni  liczba jednostek nara onych na ryzyko w czasie t, a  jest 
zbiorem ró nych zaobserwowanych kompletnych luk czasowych dla n jednostek

   (14)

Asymptotyczna wariancja estymatora Wanga-Changa jest zde  niowana wzorem:

   (15)

gdzie   zde  niowali Wang i Chang (w artykule przyj li oznaczenie ). Asymp-
totyczna wariancja mo e by  szacowana w nast puj cy sposób:

   (16)

gdzie:

   (17)

4.4. ESTYMATORY PEÑY-STRAWDERMANA-HOLLANDERA

Peña i inni (2001) odkryli nieparametryczny estymator najwi kszej wiarygodno-
ci b d cy uogólnieniem estymatora Kaplana-Meiera przy za o eniu, e zdarzenia 

powtarzaj  si , a czasy pomi dzy zdarzeniami s  niezale ne i maj  te same rozk ady. 
Z tego powodu estymator ten nazywany jest IIDPLE (ang. independent and identi-
cally product limit estimator).
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Dla danego czasu kalendarzowego s oraz luki czasowej t, czyli wykorzystuj c 
proces podwójnego indeksowania, de  niujemy:

   (18)

   (19)

   (20)

Estymator cznej funkcji prze ycia   czasu mi dzy zdarzeniami zaproponowany 
przez Peñ  i inni (2001) jest de  niowany nast puj co:

   (21)

gdzie: N(s,t) – zlicza ilo  zaobserwowanych zdarze  wyst puj cych w okresie 
kalendarzowym [0, s], których czasy odst pu od poprzedniego zdarzenia s  równe co 
najwy ej t, Y(s,t) – zlicza ilo  zaobserwowanych zdarze  wyst puj cych w okresie 
kalendarzowym [0, s], których czasy odst pu s  równe co najmniej t. 

Gdy luki czasowe s  skorelowane w obr bie jednostek, obci enie IIDPLE jest 
wi ksze ni  w przypadku estymatora Wanga-Changa. W pracy Peñy i inni (2001) 
mo na znale  szersz  informacj  dotycz c  porównania w a ciwo ci tych estymato-
rów oraz dowody zgodno ci i s abej zbie no ci estymatora IIDPLE.

Estymator  ma asymptotyczn  wariancj , gdy n  dan  wzorem:

   (22)

Estymator wariancji jest okre lony wzorem:

   (23)
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gdzie:

   (24)

Peña i inni (2001) zaproponowali równie  estymator cznej brzegowej funkcji 
prze ycia luk czasowych w przypadku, gdy s  one skorelowane w obr bie jednostek, 
a korelacja jest indukowana przez model s abo ci gamma. Estymator ten nazywany 
jest FRMLE (ang. frailty maximum likelihood estimator). Oszacowanie  oraz 0 
(wzór 2) mo e by  uzyskane maksymalizuj c brzegow  funkcj  wiarygodno ci 
z zastosowaniem algorytmu maksymalizacji warto ci oczekiwanej (EM). Metoda ta 
zosta a szczegó owo opisana w pracy Peñy i inni (2001). FRMLE przyjmuje posta :

   (25)

gdzie:   – estymator parametru skali    – estymator brzegowej skumulowa-
nej funkcji hazardu.

Mo na traktowa  ten estymator jako bezpo rednie uogólnienie estymatora  
do modelu s abo ci gamma. Model i.i.d. jest osi gany przyjmuj c   co wymusza 
Zi do zbie no ci wed ug prawdopodobie stwa do jedno ci. Z tego powodu mo na si  
spodziewa , e  oraz   b d  bliskie w modelu i.i.d. FRMLE nie posiada przybli o-
nej postaci dla asymptotycznej wariancji, dlatego niezb dna jest dalsza praca w celu 
zrozumienia asymptotycznego zachowania 

5. ANALIZA CZASU TRWANIA W SFERZE UBÓSTWA I W SFERZE POZA UBÓSTWEM

W badaniu wykorzystano dane pochodz ce z siedmiu etapów panelu zreali-
zowanego w latach 2000–2013 w ramach projektu „Diagnoza spo eczna” (Rada 
Monitoringu Spo ecznego, 2013). Jako wska nik zamo no ci przyj to dochody netto 
gospodarstw domowych w Polsce w lutym/marcu 2000, 2003, 2005, 2007, 2009, 
2011 i 2013 r. W celu uwzgl dnienia ró nic wyst puj cych w wielko ci i sk adzie 
demogra  cznym gospodarstwa domowych obliczono dochody ekwiwalentne, stosu-
j c w tym celu zmody  kowan  skal  OECD. Skala ta przypisuje pierwszej doros ej 
osobie w gospodarstwie warto  1, ka dej nast pnej doros ej osobie w gospodarstwie 
warto  0,5, natomiast warto  0,3 dziecku (ka da osoba poni ej 14 lat). Dochody 
ekwiwalentne s  wa one liczb  gospodarstw domowych. Gospodarstwo domowe 
zosta o uznane za ubogie, gdy jego dochód by  mniejszy ni  60% mediany rozk adów 
dochodów ekwiwalentnych w danym roku. Nale y zaznaczy , e dokonane wybory 
dotycz ce pomiaru ubóstwa s  subiektywne, a zastosowanie innej de  nicji ubóstwa, 
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wska nika dobrobytu ekonomicznego, granicy ubóstwa oraz skal ekwiwalentno ci 
mo e doprowadzi  do uzyskania odmiennych rezultatów dotycz cych ubóstwa.

Nale y podkre li , e warunkiem uwzgl dnienia danego gospodarstwa domo-
wego w analizie czasu trwania w ubóstwie oraz poza ubóstwem by o wyst pienie 
zdarzenia pocz tkowego. Przyk adowo, aby rozpocz  analiz  czasu trwania ubóstwa, 
gospodarstwo musia o najpierw sta  si  ubogie. Podkre lenia wymaga fakt, e na 
pocz tku okresu obserwacji gospodarstwo nie mog o by  ju  w trakcie pobytu w sfe-
rze ubóstwa, poniewa  w takim przypadku nie znamy momentu wej cia do tej sfery, 
a tym samym nie jeste my w stanie okre li  jak d ugo faktycznie to gospodarstwo 
oczekuje na wyj cie z ubóstwa. Oznacza to, e odrzucamy dane lewostronnie uci te 
(brak informacji o czasie startu oczekiwania na wyst pienie zdarzenia).

W analizie czasu oczekiwania na pierwsze wyj cie ze sfery ubóstwa (wej cie do 
sfery ubóstwa) w sk ad zbioru danych wchodzi y nast puj ce kolumny:
Nr_gosp – numer gospodarstwa domowego,
Czas – czas prze ycia lub czas cenzurowania,
Cenzurowanie – stan cenzurowania przyjmuj cy warto  1 dla obserwacji niecenzu-
rowanej oraz warto  0 dla obserwacji cenzurowanej.

Fragment zbioru danych4 przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1. 
Struktura danych w analizie Kaplana-Meiera

Nr_gosp Czas Cenzurowanie

1 2 1

2 4 0

3 1 1

ród o: opracowanie w asne.

Analiz  czasów oczekiwania na kolejne wyj cia ze sfery ubóstwa (wej cia do 
sfery ubóstwa) przeprowadzono w oparciu o zbiór danych sk adaj cy si  z nast pu-
j cych kolumn:
Nr_gosp – numer gospodarstwa domowego; powtórzony dla ka dej nowej luki cza-
sowej,
Czas – czas wyst pienia kolejnego zdarzenia lub czas cenzurowania,
Cenzurowanie – stan cenzurowania. Wszystkie obserwacje przyjmowa y warto  1 
(obserwacja niecenzurowana) dla ka dego gospodarstwa domowego z wyj tkiem 
ostatniego, które przyjmowa o warto  0 (obserwacja cenzurowana).

4 Numery gospodarstw domowych w tabelach 1 oraz 2 nie odpowiadaj  numerom gospodarstw 
z bazy danych.
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W tabeli 2 przedstawiono fragment zbioru danych.

Tabela 2.
Struktura danych dla zdarze  powtarzaj cych si

Nr_gosp Czas Cenzurowanie

1 2 1

1 1 0

2 4 0

3 1 1

3 1 1

3 1 0

ród o: opracowanie w asne.

Funkcje prze ycia oszacowano i zilustrowano gra  cznie, u ywaj c pakietów 
surv  t (zob. Therneau, Lumley, 2015) oraz survrec (zob. González i inni, 
2015) pakietu R (R Development Core Team, 2015). Pierwszy z pakietów stosowano 
w przypadku estymatora Kaplana-Meiera, natomiast drugi w przypadku estymatorów 
Peñy-Strawdermana-Hollandera oraz Wanga-Changa.

W tabeli 3 oraz na rysunku 6 przedstawiono wyniki oszacowania funkcji prze y-
cia poza sfer  ubóstwa.

Tabela 3. 
Funkcje prze ycia poza sfer  ubóstwa

Liczba etapów od 
momentu rozpocz cia 
okresu poza ubóstwem

Estymator

Kaplana-Meiera Wanga-Changa IIDPLE FRMLE (  = 2755)

1 0,694 0,696 0,712 0,750

2 0,557 0,555 0,578 0,621

3 0,468 0,466 0,495 0,538

4 0,444 0,443 0,473 0,515

5 0,420 0,418 0,447 0,487

Czas prze ycia:
mediana
rednia

3
3,16

3
3,16

3
3,26

4
3,42

ród o: obliczenia w asne na podstawie (Rada Monitoringu Spo ecznego, 2013).
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Rysunek 6. Krzywe prze ycia poza sfer  ubóstwa
ród o: jak tabela 3.

Oszacowane funkcje prze ycia wskazuj , e ok. 70% gospodarstw domowych 
pozostaje poza sfer  ubóstwa dwa lata lub d u ej (przerwy pomi dzy kolejnymi eta-
pami badania trwa y dwa lata), natomiast ponad 40% gospodarstw prze ywa poza 
sfer  ubóstwa dziesi  lat lub d u ej. Najbardziej zbli one oszacowania uzyskano za 
pomoc  estymatora Wanga-Changa oraz estymatora Kaplana-Meiera analizuj cego 
jedynie pierwsze epizody. Jak mo na zauwa y , pomi dzy oszacowanymi funkcjami 
prze ycia dla powtarzaj cych si  epizodów wyst puj  ró nice. Z powodu braku for-
malnych metod statystycznych sprawdzaj cych za o enie, e luki czasowe s  i.i.d., 
Peña i inni (2001) zaproponowali, aby rozstrzygn  t  kwesti  stosuj c metod  gra-
 czn . Uznali, e w przypadku, gdy krzywe prze ycia uzyskane za pomoc  IIDPLE, 

FRMLE oraz Wanga-Changa s  zgodne, za o enie o niezale no ci i takich samych 
rozk adach jest prawdziwe. Na rysunku 6 najwi ksze rozbie no ci wyst puj  pomi -
dzy oszacowaniami uzyskanymi za pomoc  FRMLE a pozosta ymi estymatorami, co 
sugeruje, e za o enie i.i.d. nie jest prawdziwe. W praktyce oznacza to, e wnioski 
dotycz ce prze ycia gospodarstw domowych poza sfer  ubóstwa nale y wyci ga , 
korzystaj c z modelu s abo ci gamma.
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Dysponuj c oszacowanymi i zaprezentowanymi gra  cznie funkcjami prze ycia, 
mo na w atwy sposób wyznaczy  zarówno median  (punkt czasu, przy którym war-
to  funkcji przyjmuje 0,5), jak i redni  (pole pod krzyw  prze ycia) czasu prze ycia 
poza sfer  ubóstwa, co pozwoli w pe niejszy sposób zobrazowa  ró nice i podobie -
stwa pomi dzy uzyskanymi wynikami. Mo na zauwa y , e obydwie miary przyj-
muj  najwy sze warto ci w przypadku FRMLE – redni czas prze ycia gospodarstw 
domowych poza sfer  ubóstwa wynosi nieca e siedem lat oraz po owa gospodarstw 
przebywa poza sfer  ubóstwa co najwy ej osiem lat, a po owa co najmniej osiem lat. 
Mediany i rednie przyjmuj  takie same i jednocze nie najni sze warto ci w przy-
padku estymatorów Kaplana-Meiera i Wanga-Changa. 

Tabela 4 oraz rysunek 7 przedstawiaj  wyniki oszacowania funkcji prze ycia 
w sferze ubóstwa.

Tabela 4.
Funkcje prze ycia w sferze ubóstwa

Liczba etapów od 
momentu rozpocz cia 

okresu ubóstwa

Estymator

Kaplana-Meiera Wanga-Changa IIDPLE FRMLE (  = 2804)

1 0,338 0,342 0,376 0,536

2 0,154 0,152 0,180 0,318

3 0,062 0,061 0,080 0,183

4 0,044 0,043 0,057 0,137

Czas prze ycia:
mediana
rednia

1
1,55

1
1,56

1
1,64

2
2,04

ród o: jak tabela 3.

W przypadku oszacowanych funkcji prze ycia w sferze ubóstwa wyst puj  du e 
ró nice pomi dzy estymatorem FRMLE a estymatorami IIDPLE oraz Wanga-Changa 
(estymator Wanga-Changa ponownie da  rezultaty zbli one do estymatora Kaplana-
-Meiera). Na tej podstawie mo na stwierdzi , e model i.i.d. nie jest odpowiedni 
w przypadku analizowanych danych. Uzyskane oszacowania za pomoc  FRMLE 
pozwalaj  stwierdzi , e ponad 50% gospodarstw domowych pozostaje w sferze 
ubóstwa dwa lata lub d u ej, natomiast nieca e 14% gospodarstw prze ywa w sferze 
ubóstwa osiem lat lub d u ej.
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Rysunek 7. Krzywe prze ycia w sferze ubóstwa
ród o: jak tabela 3.

Podobnie jak w przypadku prze ycia poza sfer  ubóstwa, rednie i mediany 
czasu prze ycia w sferze ubóstwa przyj y najwy sze warto ci w przypadku FRMLE 
– gospodarstwa sp dza y rednio w sferze ubóstwa cztery lata oraz po owa gospo-
darstw prze ywa a w ubóstwie nie mniej ni  cztery lata, a po owa nie wi cej ni  
cztery lata. rednie i mediany czasu prze ycia przyj y takie same warto ci w przy-
padku estymatorów Kaplana-Meiera i Wanga-Changa, co potwierdza wcze niej 
sformu owane wnioski o zbli onych oszacowaniach uzyskanych za pomoc  tych 
estymatorów. 

6. PODSUMOWANIE

W artykule zaprezentowano wyniki analizy czasu trwania gospodarstw domowych 
w sferze ubóstwa oraz w sferze poza ubóstwem. Wykorzystane w tym celu niepara-
metryczne estymatory funkcji prze ycia dla zdarze  powtarzaj cych si  pozwoli y 
stwierdzi , e prawdopodobie stwo pozostania w sferze ubóstwa przez d ugi czas jest 
mniejsze ni  w przypadku prze ycia poza sfer  ubóstwa. Nale y podkre li , e zasto-
sowane estymatory (Wanga-Changa, IIDPLE oraz FRMLE) da y odmienne wyniki. 
Szczególnie znacz ca ró nica wyst puje w przypadku prze ycia w sferze ubóstwa 
– oszacowania FRMLE s  znacznie wy sze ni  w przypadku pozosta ych estymato-
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rów, co sugeruje, e za o enie o niezale no ci i takich samych rozk adach luk cza-
sowych w obr bie gospodarstw domowych nie jest s uszne. Uzyskane wyniki nale y 
jednak traktowa  ostro nie. Wej cie i wyj cie ze sfery ubóstwa mo e pojawi  si  
w dowolnym momencie, lecz dane panelowe s  gromadzone w dyskretnych przedzia-
ach czasu, st d bardziej odpowiednie by yby estymatory zak adaj ce czas dyskretny, 

a nie ci g y jak w przypadku zastosowanych estymatorów. Nale y zaznaczy , e do 
dnia dzisiejszego nie zaproponowano estymatora dla zdarze  powtarzaj cych si  dla 
danych o czasie dyskretnym, dlatego estymatory Wanga-Changa, IIDPLE i FRMLE 
s  cz sto stosowane w analizie tego typu danych (np. Gutiérrez i inni, 2011; Holli  eld 
i inni, 2012).

Zgodnie z uwag  poczynion  we wst pie (Allison, 2010), analiz  mo na ogra-
niczy  jedynie do pierwszego epizodu, poniewa  liczba epizodów przypadaj ca na 
gospodarstwo domowe by a mniejsza ni  dwa. Wtedy w a ciwe s  wyniki uzyskane 
za pomoc  estymatora Kaplana-Meiera, które zarówno w przypadku czasu oczekiwa-
nia na wyj cie, jak i wej cie do sfery ubóstwa by y najbardziej zbli one do oszacowa  
uzyskanych estymatorem Wanga-Changa.

Przedmiotem kolejnych bada  b dzie analiza czasu trwania gospodarstw w sferze 
ubóstwa i poza ubóstwem z wykorzystaniem modeli Coxa (zak adaj cych czas ci g y) 
oraz modeli logitowych (zak adaj cych czas dyskretny). Analiza zostanie przeprowa-
dzona zarówno dla pojedynczych epizodów (czas oczekiwania na pierwsze wej cie 
i wyj cie ze sfery ubóstwa), jak i dla powtarzaj cych si  zdarze . 

Anna S czewska-Piotrowska – Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach
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BADANIE UBÓSTWA Z ZASTOSOWANIEM NIEPARAMETRYCZNEJ ESTYMACJI 
FUNKCJI PRZE YCIA DLA ZDARZE  POWTARZAJ CYCH SI

S t r e s z c z e n i e

W artykule przeprowadzono analiz  czasu trwania gospodarstw domowych w sferze ubóstwa oraz 
w sferze poza ubóstwem. W tym celu wykorzystano estymatory funkcji prze ycia dla zdarze  powtarza-
j cych si : estymator Wanga-Changa oraz dwa estymatory zaproponowane przez Peñ , Strawdermana 
i Hollandera (IIDPLE oraz FRMLE). Na podstawie uzyskanych wyników mo na stwierdzi , e prawdo-
podobie stwo prze ycia gospodarstw domowych w sferze poza ubóstwem przez d ugi czas jest wi ksze 
ni  w przypadku prze ycia w sferze ubóstwa. Bazuj c na gra  cznej metodzie uznano, e najlepszym 
estymatorem funkcji prze ycia w sferze ubóstwa i w sferze poza ubóstwem jest FRMLE. Oznacza to, 
e za o enie o niezale no ci i takich samych rozk adach czasów oczekiwania na wyst pienie kolejnych 

zdarze  w obr bie gospodarstw domowych nie jest s uszne.

S owa kluczowe: ubóstwo, funkcja prze ycia, zdarzenia powtarzaj ce si , nieparametryczna esty-
macja

POVERTY STUDY USING NONPARAMETRIC ESTIMATION 
OF RECURRENT SURVIVAL FUNCTION

A b s t r a c t

The article analyses households’ poverty and nonpoverty duration. For this purpose survival function 
estimators for recurrent events were used: Wang-Chang estimator and two estimators proposed by Peña, 
Strawderman and Hollander (IIDPLE and FRMLE). We can conclude that survival probability for a long 
time out of poverty is greater than in the case of survival in poverty. Based on the graphical method 
we can conclude that the best estimator of survival in poverty and out of poverty is FRMLE. It means 
that we cannot assume that interoccurrence times within households are independent and identically 
distributed.

Keywords: poverty, survival function, recurrent events, nonparametric estimation




