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BADANIE UBOSTWA Z ZASTOSOWANIEM NIEPARAMETRYCZNE]]
ESTYMACJI FUNKCIJI PRZEZYCIA DLA ZDARZEN POWTARZAJACYCH SIE

1. WSTEP

Ubdstwo jest przewaznie rozpatrywane w ujeciu statycznym przez pryzmat docho-
dow lub wydatkow gospodarstwa domowego. Oznacza to, ze na podstawie danych
dotyczacych dochoddw lub wydatkéw w danym momencie czasowym, obliczane sa
wybrane mierniki ubdstwa, dotyczace najczesciej jego zasiegu, gtebokosci czy dotkli-
wosci. Mozna zauwazy¢, ze w Polsce i za granica coraz czgsciej Sg przeprowadzane
badania panelowe, ktore pozwalaja poszerzyc¢ badania nad ubdstwem o wymiar czasowy.
Dynamika i trwatos¢ ubostwa moga by¢ analizowane z wykorzystaniem metod analizy
historii zdarzen, zwanych réwniez metodami analizy przezycia lub metodami analizy
trwania. Analiza dynamiki ubdstwa z zastosowaniem tych metod zostata zapoczatko-
wana przez Bane, Ellwood (1986), przy czym skupiali si¢ oni w badaniach na czasach
oczekiwania na pierwsze wyijscie ze sfery ubostwa oraz na pierwsze wejscie do sfery
ubdstwa. W trakcie okresu obserwacji gospodarstwa domowe moga jednak wchodzi¢
i wychodzi¢ ze sfery ub6stwa wielokrotnie. W pdzniejszych badaniach Stevens (1994,
1999) podkreslata, ze w badaniach nalezy uwzglednia¢ wszystkie epizody (epizod to
czas oczekiwania na wystapienie zdarzenia, czyli na wejscie lub wyjscie ze sfery ubo-
stwa), poniewaz tuz po wyjsciu ze sfery ubdstwa gospodarstwa domowe sg bardziej
narazone na ponowne wejscie do sfery ubostwa. Z tego powodu, zdaniem Stevens,
rozktad ogotu lat spedzonych w sferze ubdstwa w przypadku analizy wielokrotnych
epizodow jest zupetnie inny niz w przypadku analizy pojedynczych epizodow. Nalezy
rowniez zwrdci¢ uwage na sugestie innych autorow (np. Allison, 2010), ktérzy podkre-
Slaja, ze w przypadku, gdy srednia liczba epizodow przypadajaca na jednostke jest nie-
wielka (mniejsza niz dwa), to analize lepiej ograniczy¢ jedynie do pierwszego epizodul.

Celem niniejszego opracowania jest analiza czasu trwania gospodarstw domo-
wych w sferze ubostwa oraz poza sferg ubostwa. Analiza zostanie przeprowadzona
za pomoca nieparametrycznych estymatoréw funkcji przezycia dla powtarzajacych
sie epizodow (estymatory Wanga-Changa oraz Pefiy-Strawdermana-Hollandera).
Nalezy podkresli¢, ze estymatory te beda po raz pierwszy wykorzystywane w badaniu
trwatosci ubostwa. Wyniki uzyskane za pomoca wymienionych estymatoréw zostana
porownane z wynikami uzyskanymi za pomoca znanego estymatora funkcji przezycia
dla pojedynczego epizodu — estymatora Kaplana-Meiera.
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2. WYMIAR CZASOWY W BADANIU UBOSTWA

Problemy z pomiarem ubostwa pojawiajg Si¢ juz etapie definiowania tego zjawi-
ska, nastepnie wiaza si¢ z okresleniem wskaznika dobrobytu ekonomicznego, granicy
ubdstwa oraz skal ekwiwalentnosci. Zdefiniowanie kategorii ubdstwa jest pierwszym
I najwazniejszym krokiem na drodze pomiaru jego charakterystyk. Wszystkie defini-
cje ubdstwa mozna dopasowaé do jednej z nastepujacych kategorii:

— ubostwo to posiadanie mniej niz obiektywnie zdefiniowane absolutne
minimum,

— ubostwo to posiadanie mniej niz inni w spoteczenstwie,

— ubdstwo to uczucie, ze nie ma sie wystarczajaco duzo, aby sobie poradzi¢.

Zgodnie z pierwszg kategoria definicji ubostwo jest absolutne (bezwzgledne),
zgodnie z druga kategoria — relatywne (wzgledne), natomiast wedtug trzeciej katego-
rii. moze by¢ absolutne, relatywne lub mieszane. Inna roznica pomiedzy kategoriami
polega na tym, ze trzecia kategoria definiuje ubostwo jako subiektywna sytuacje,
podczas gdy pierwsza i druga kategoria — jako obiektywng sytuacj¢ (Hagenaars, de
\os, 1988).

Pomiar ubdstwa absolutnego polega na okresleniu wartosci dochodow potrzebnych
do zakupu dobr i ustug zaspokajajacych niezbedne potrzeby jednostki. Koncepcja
ubdstwa relatywnego zawiera natomiast w sobie odniesienie poziomu zaspokojenia
potrzeb jednostek do poziomu ich zaspokojenia przez innych cztonkdw spoteczenstwa
(Panek, 2011, s. 18-19).

W ujeciu subiektywnym oceny poziomu zaspokojenia potrzeb dokonuja same
badane jednostki (osoby, rodziny, gospodarstwa domowe), natomiast w przypadku
ujecia obiektywnego ocena poziomu zaspokojenia potrzeb badanych jednostek jest
dokonywana niezaleznie od ich osobistych wartosciowan w tym zakresie (Panek
I inni, 1999, s. 11).

Badajac ubdstwo nalezy rowniez podja¢ decyzje, czy ubostwo bedzie rozumiane
w sposéb klasyczny czy wielowymiarowy, tzn. czy bedzie postrzegane jedynie
w Kkategoriach pienieznych (przez pryzmat dochodéw lub wydatkow) czy rowniez
przez pryzmat zasobéw materialnych (np. dobra trwatego uzytku, mieszkanie itd.)
ocenianych w formie niemonetarnej.

Szczegdlnie istotnym podziatem ubdstwa, z punktu widzenia niniejszego opra-
cowania, jest podziat na ubdstwo chwilowe i chroniczne (trwate, dtugookresowe).
Ubdstwo trwate bywa interpretowane jako ,,szczegolny przypadek ubostwa wielo-
wymiarowego, w ktorym czas jest dodatkowym — poza dochodem (konsumpcja)
— wymiarem uwzglednianym w analizie” (Topinska, 2008). Trwaty pobyt w sferze
ubdstwa jest szczegolnie niebezpieczny dla jednostek, poniewaz sprzyja wykluczeniu
spotecznemu oraz degradacji biologicznej. Z tego powodu monitorowanie ubostwa
w dtuzszej perspektywie czasu jest niezbednym elementem skutecznej polityki spo-
tecznej panstwa.
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W badaniach ub6stwa uwzgledniajacych czas sg stosowane cztery rodzaje metod
(Rodgers, Rodgers, 1993; Layte, Fouarge, 2004), wsrod ktérych znajduje sie metoda
oparta na analizie liczby okresow (ang. spell-based approach). Wykorzystuje ona
modele trwania do oszacowania czasu trwania w sferze ubostwa, ryzyka wyjscia ze
sfery ubostwa w zaleznosci od czasu trwania okresu ubostwa i roznych cech jednostek
oraz zajmuje sie¢ szacowaniem sredniego czasu trwania okresu ubodstwa. Prekursorami
tego podejscia byli Bane, Ellwood (1986), ktorzy brali pod uwage pojedyncze okresy
spedzone w ubostwie oraz poza sfera ubdstwa. Stevens (1994, 1999) analizujac ubo-
stwo brata pod uwage wszystkie okresy spedzone przez gospodarstwa domowe w sfe-
rze oraz poza sferg ubostwa. Badaniem ubdstwa z wykorzystaniem metod analizy
historii zdarzen zajmowali sie rdwniez miedzy innymi Fouarge, Layte (2005), Callens,
Croux (2009) oraz Andriopoulou, Tsakloglou (2011). Niewatpliwa zaleta metody
opartej na liczbie okresdw jest to, ze uwzglednia problem cenzurowania obserwaciji,
tzn. czy poczatek i koniec sekwencji okresow spedzonych w ubostwie oraz poza sfera
ubdstwa jest znany czy tez nie.

Nalezy zaznaczy¢, ze wybor okreslonej definicji ubdstwa implikuje okreslony
sposéb pomiaru ubostwa. Przyjmujac definicje ubdstwa np. w ujeciu relatywnym,
dysponujemy pewnym wachlarzem mozliwosci wyboru granicy ubdstwa czy skal
ekwiwalentnosci. Wyczerpujacy opis metodologii ubdstwa mozna znalez¢ w litera-
turze przedmiotu, zarébwno zagranicznej, np. Hagenaars, van Praag (1985), Atkinson
i inni (2002), jak i krajowej (na pierwszy plan wysuwaja si¢ prace T. Pankal).

3. ANALIZA POJEDYNCZEGO ZDARZENIA

3.1. ANALIZA HISTORIl ZDARZEN - PODSTAWOWE POJECIA | MIARY

Analiza historii zdarzen jest ogolnym pojeciem odnoszacym sie do grupy staty-
stycznych metod pozwalajacych analizowac czas oczekiwania na wystapienie zdarze-
nia (Mills, 2011, s. 257). Przez zdarzenie (ang. event) nalezy rozumie¢ kazda zmiang
w wartosciach cechy pierwotnej powodujaca przejscie z jednego stanu w drugi.
Cechy pierwotne identyfikuja stan pobytu, natomiast cechy wtdrne roznicuja migdzy
soba jednostki bedace w tym samym stanie pobytu (Fratczak i inni, 2005, s. 22).
Czas oczekiwania na wystapienie zdarzenia T nazywany jest czasem przezycia, cza-
sem trwania lub epizodem (ang. survival time, duration, spell). Czas przezycia jest
nieujemna zmienna losowg wyrazona w latach, miesigcach, tygodniach, dniach itd.
Konkretna wartos¢ T jest oznaczana jako t.

Podstawowe miary w analizie historii zdarzen sg rozpatrywane dla pojedynczego
epizodu i kiedy wyroznia si¢ jeden stan wyjscia (ang. origin state) i jeden stan prze-
znaczenia (ang. destination state), mamy do czynienia z populacja homogeniczna,

1 Przyktadowe prace: Panek i inni (1999), Panek (2011).
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a zmienna T jest zmienng ciaggta. Miary te w literaturze przedmiotu sg okreslane jako
miary w analizie pojedynczych epizoddw (Fratczak i inni, 2005, s. 37).

Kluczowymi miarami wystepujacymi w analizie trwania sa funkcja przezycia
S(t) oraz funkcja hazardu (ryzyka, intensywnosci zdarzen) A(t). Funkcja przezycia
moze by¢ wyrazona w odniesieniu do dystrybuanty. Dystrybuanta zmiennej losowej T
okresla prawdopodobienstwo, ze czas przezycia T jest mniejszy badz réwny wartosci
t (Hosmer i inni, 2008, s. 16; Mills, 2011, s. 9):

F(t) = P(T <v). 1)
Funkcje przezycia definiuje si¢ w nastepujacy sposob

S(t)=1—-F(t) =P(T > t). (2)

Wyraza ona prawdopodobienstwo tego, ze czas przezycia T jest wigkszy od war-
tosci t Funkcja przezycia ma nastepujace teoretyczne wiasnosci (Kleinbaum, Klein,
2005, s. 9): jest nierosnaca, gladka oraz S(0) = 1 i lim,_ S(t) = 0. W praktyce, zda-
rzenia sa obserwowane na dyskretnej skali czasu (dni, tygodnie itd.) i z tego powodu
wykres funkcji przezycia jest funkcja schodkowa. Wykres czesto nie zmierza do zera
na koncu badania, co jest spowodowane tym, ze nie kazda jednostka doswiadcza
zdarzenia. Funkcje przezycia w teorii i praktyce przedstawiono odpowiednio na
rysunkach 1 oraz 2.

Rysunek 1. Teoretyczna funkcja przezycia
Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie (Kleinbaum, Klein, 2005, s. 9).
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Rysunek 2. Funkcja przezycia w praktyce
Zrédto: jak rysunek 1.

Funkcja ryzyka to funkcja wyrazona wzorem

A0 = % 3)

gdzie: S(t) — funkcja przezycia, f(t) — funkcja gestosci zmiennej czasowej T.

Funkcja ryzyka jest warunkowsa funkcja gestosci wystapienia zdarzenia w chwili
t, pod warunkiem, ze do tej chwili jednostka takiego zdarzenia nie doznata (Bieszk-
-Stolorz, Markowicz, 2012, s. 23).

3.2. CENZUROWANIE INFORMACIJI

W wielu przypadkach historia epizodu nie jest kompletna, co oznacza, ze pojawia
sie¢ problem cenzurowania. Cenzurowanie jest definiowane jako wystgpienie zdarze-
nia, gdy jednostka nie jest pod obserwacja (Fratczak i inni, 2005, s. 22). Lewostronne
cenzurowanie wystepuje w sytuacji, gdy jednostka doswiadcza zdarzenia przed rozpo-
cze¢ciem okresu obserwacji, natomiast prawostronne cenzurowanie, gdy zdarzenia ma
miejsce po zakonczeniu okresu obserwacji. Cenzurowanie prawostronne ma miejsce,
gdy badanie jest prowadzone przez okreslony z gory czas, gdy jednostka uczestniczaca
w badaniu wycofa si¢ wczesniej lub gdy jednostka znika z pola objetego obserwacja
z niewiadomych powodow.

Na rysunku 3 zilustrowano graficznie kilka mozliwych sytuacji cenzurowania
informacji, przy czym poczatek linii bez dodatkowego oznaczenia to poczatek nara-
zenia jednostki na ryzyko wystapienia zdarzenia, czarny kwadrat symbolizuje wysta-
pienie zdarzenia, natomiast ,,x” 0znacza cenzurowanie.
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Rysunek 3. Cenzurowanie informacji w przypadku pojedynczego epizodu
Zrédto: opracowanie wiasne.

Sposrod zaprezentowanych na rysunku sytuacji, tylko w pierwszym przypadku
historia epizodu jest kompletna. Epizody drugi i trzeci sa cenzurowane prawostron-
nie. W przypadku epizodu numer dwa mozna przypuszczac, ze jednostka badz sama
zrezygnowata z udziatu w dalszych badaniach lub znikta z pola obserwacji z innych
powoddw. Z takg sytuacja mozna si¢ czesto spotka¢ w przypadku badan panelowych.
Cenzurowanie prawostronne epizodu trzeciego rozpoczyna si¢ od konca okresu obser-
wacji, najczesciej oznacza to date realizacji badania. Tego typu cenzurowanie moze
wystapi¢ w badaniach retrospektywnych i panelowych. Czwarty epizod jest cenzuro-
wany obustronnie, a sytuacja taka moze rowniez wystgpi¢ zarowno w badaniach retro-
spektywnych, jak i panelowych. W przypadku pigtego epizodu wystgpuje czgsciowe
obcigcie lewostronne, co oznacza, ze nie jest znany poczatek epizodu oraz pewien
jego fragment z poczatkowej fazy. Ostatni epizod to przyktad epizodu cenzurowanego
obustronnie, lecz w przeciwienstwie do epizodu czwartego, uciecie prawostronne ma
miejsce wewnatrz okresu obserwacji, a nie na jego koncu.

Nalezy podkresli¢, ze rysunek nie wyczerpuje wszystkich rodzajow cenzurowa-
nia (np. epizody catkowicie ocenzurowane prawostronnie i lewostronnie), a wigcej
informacji na temat cenzurowania informacji mozna znalez¢ m.in. w pracy Fratczak
I inni (2005).

3.3. KLASY MODELI ANALIZY HISTORII ZDARZEN

W analizie przezycia sg stosowane modele nieparametryczne, semiparame-
tryczne oraz parametryczne (opis modeli na podstawie Collett, 2003; Mills, 2011,
s. 11-14).
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Analize trwania rozpoczyna si¢ czesto od modeli nieparametrycznych i wiasnie
te modele beda stosowane w analizie. Do nieparametrycznych modeli zaliczany jest
estymator aktuarialny (metoda tablic trwania zycia) oraz estymator Kaplana-Meiera
(produktu iloczynowego). W modelach nieparametrycznych nie ma zadnego zatozenia
dotyczacego ksztattu funkcji ryzyka oraz wptywu oddziatywania zmiennych objasnia-
jacych na ksztatt tej funkcji, a wptyw zmiennych ujawnia si¢ poprzez rozwarstwienie
danych na grupy. Nieparametryczne metody sg dobrg metoda do zrozumienia podstaw
I dokonania opisu, przy czym estymator aktuarialny jest dobry dla duzych zbioréw
danych oraz w przypadku, gdy czasy zdarzen nie sg precyzyjnie mierzone, natomiast
estymator Kaplana-Meiera jest bardziej korzystny dla mniejszych prob oraz dla
danych mierzonych precyzyjnie.

Do modeli semiparametrycznych nalezy zaliczy¢ modele Coxa oraz modele
wykladnicze state przedziatami. W modelach tych nie ma zatozenia dotyczacego
ksztattu funkcji ryzyka, lecz jest silne zatozenie dotyczace wplywu oddziatywania
zmiennych na ksztatt funkcji hazardu pomig¢dzy grupami na przestrzeni czasu. Do
estymacji parametrow modeli semiparametrycznych stosowana jest metoda czesciowej
wiarygodnosci. Nie mozna stosowa¢ tradycyjnej metody najwickszej wiarygodnosci,
poniewaz nie ma wyspecyfikowanej parametrycznie funkcji dla hazardu bazowego
(jest to hazard przy zatozeniu, ze wszystkie zmienne objasniajace sg roOwne zero).
Modele semiparametryczne sa modelami elastycznymi, pozwalajacymi uwzglednié
wiele zmiennych, a wyniki sg czesto zblizone do wynikow uzyskanych na podstawie
modeli parametrycznych, lecz bez restrykcyjnych zatozen. Modele te sg jednak mato
odpowiednie do testowania hipotez o zaleznosci w czasie (tzn. jak hazard zmienia si¢
W czasie) oraz sag mniej precyzyjne od modeli parametrycznych.

Do modeli parametrycznych mozna zaliczy¢ migedzy innymi modele: wyktadniczy,
Weibulla, logistyczny, gamma, normalny, komplementarny log-log, log-normalny,
Gompertza. W przypadku tych modeli badacz musi okresli¢ z gory ksztatt funkcji
ryzyka oraz jak zmienne wpltywaja na funkcje ryzyka. Parametry modeli parametrycz-
nych sg estymowane metoda najwiekszej wiarygodnosci. W poréwnaniu do modeli
semiparametrycznych, oszacowania parametrow tych modeli sg bardziej precyzyjne.
W modelach parametrycznych mozna uwzgledni¢ wiele zmiennych objasniajacych,
zarowno dyskretnych, jak i ciggtych. Modele te okreslaja ksztatt funkcji hazardu,
dzigki czemu mozna na ich podstawie przeprowadza¢ predykcje. Istotng wada modeli
parametrycznych jest to, ze przy btednie okreslonej funkcji ryzyka, oszacowane para-
metry modelu moga by¢ powaznie obcigzone.

3.4. ESTYMATOR KAPLANA-MEIERA

Najbardziej popularnym estymatorem funkcji przezycia dla danych niecenzuro-
wanych oraz cenzurowanych prawostronnie jest estymator Kaplana-Meiera (1958)
zwany réwniez estymatorem produktu iloczynowego. Dla proby n epizoddw, niech
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t; <t, <. <ty bedg uporzadkowanymi czasami trwania epizodéw oraz t, = 0. Esty-
mator Kaplana-Meiera przyjmuje postac:

so=[](-2) @)

i:tist

gdzie: d; — liczba zdarzen wystepujacych w momencie t;, n; — liczba jednostek nara-
zonych na ryzyko wystapienia zdarzenia bezposrednio przed czasem t; (tacznie z cen-
zurowanymi czasami przezycia w momencie t; ).

Wariancje estymatora Kaplana-Meiera okresla sig, stosujac najczesciej formute
Greenwooda (1926):

ar(S®) = @)’ Z (5)

n(n

Peterson (1977) udowodnit, ze estymator Kaplana-Meiera jest zgodny, natomiast
Breslow i Crowley (1974) pokazali, ze vn (5 RN (t)) ma asymptotyczny rozktad

normalny z wartos$cig oczekiwang zero oraz macierzg wariancji-kowariancji, ktéra
moze by¢ aproksymowana z zastosowaniem formuty Greenwooda.

4. ANALIZA ZDARZEN POWTARZAJACYCH SIE

Zdarzenia powtarzajace sie sa zdarzeniami tego samego typu, mogacymi Sie¢
powtarza¢ wielokrotnie w ciggu zycia jednostki, np. wejscie do sfery ubdstwa czy
utrata pracy. Na rysunku 4 przedstawiono trzy przyktadowe jednostki ze zdarzeniami
powtarzajacymi sie.

Czarny kwadrat symbolizuje wystapienie zdarzenia, natomiast ,,X” oznacza cen-
zurowanie prawostronne. Przyjeto, ze informacje nie byty cenzurowane lewostronnie,
poniewaz kazda jednostka spetniata warunek poczatkowy, jakim bylo wystgpienie
zdarzenia inicjujacego (ang. initial event). Przyktadowo, w analizie czasu trwa-
nia ubostwa zdarzeniem tym jest wejscie do sfery ubdstwa. Mozna zauwazy¢, ze
pierwsza jednostka przezyta dwa zdarzenia przed cenzurowaniem, druga jednostka
doswiadczyta trzech zdarzen, konczac okres obserwacji zdarzeniem (nie wystepuje
cenzurowanie), natomiast jednostka trzecia nie przezyta zadnego zdarzenia przed
cenzurowaniem.
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Rysunek 4. Przyktad trzech jednostek ze zdarzeniami powtarzajacymi Si¢
Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie (Kelly, Lim, 2000; Gonzalez, 2006, s. 5).

4.1. PRZEDZIALY RYZYKA

W przypadku zdarzen powtarzajacych si¢ czas jest indeksowany w dwaoch skalach:
kalendarzowej oraz pomiedzy kolejnymi zdarzeniami. Przedziaty ryzyka okreslaja,
kiedy jednostka jest narazona na wystapienie zdarzenia wzdtuz danej skali czasu.
Mozna wyrdzni¢ trzy rodzaje przedziatdw ryzyka: luka czasowa, catkowity czas oraz
proces liczenia. Wykorzystujac dane z rysunku 4, na rysunku 5 zilustrowano rodzaje
przedziatow ryzyka.

Luka czasowa (ang. interoccurrence time, gap time) jest czasem odstepu od
poprzedniego zdarzenia, co 0znacza, ze zegar jest restartowany po zajsciu kazdego
zdarzenia. W przypadku catkowitego czasu (ang. total time) zegar nie jest restar-
towany po zajsciu zdarzenia, tym samym czas jest liczony od wybranego punktu
na skali czasu. Proces liczenia (ang. counting proces) wymaga rozwazenia czasu
kalendarzowego oraz luk czasowych, co oznacza, ze jest on procesem podwojnie
indeksowanym?2. Proces liczenia uzywa tej samej skali czasu jak catkowity czas, ale
uwzglednia fakt, ze jednostka moze mie¢ opdznione wejscie lub cenzurowany okres
przed tym, gdy zaczeta by¢ narazona na ryzyko wystapienia zdarzenia. W przypadku
luki czasowej oraz procesu liczenia jednostka jest zagrozona wystapieniem zdarzenia
przez ten sam okres czasu. Nalezy zauwazy¢, ze przedziat ryzyka dla pierwszego
zdarzenia jest taki sam w przypadku wszystkich definicji przedziatéw ryzyka.

2 Proces liczenia jest procesem stochastycznym z dodatnimi, catkowitymi i rosngcymi wartosciami.
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Zrédto: jak rysunek 4.
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4.2. DEFINICJE | ZALOZENIA

Luki czasowe moga by¢ niezalezne i mie¢ takie same rozktady (ang. independent
and identically distributed — i.i.d.) lub moga by¢ ze sobg skorelowane. W pierw-
szym przypadku méwimy o modelu i.i.d., natomiast w drugim przypadku najczesciej
rozpatrywany jest multiplikatywny model stabosci (ang. multiplicative frailty model)
(Gonzalez, Pefa, 2003, 2004; Gonzalez, 2006).

W modelu i.i.d. zaktadamy, ze dysponujemy n niezaleznymi jednostkami. Dla i-tej
jednostki kolejne luki czasowe oznaczamy przez Tj;,j = 1,2,..., a Tjp = 0. Zaktadamy,
ze czasy odstepu od poprzedniego zdarzenia sg i.i.d. nieujemnymi zmiennymi loso-
wymi z taczng absolutnie ciagla dystrybuanta F(t) = P{T;; < t}. Ponadto zaktadamy,
ze obserwacja i-tej jednostki ustaje w losowym czasie z;, gdzie 74,75, ..., 7, Sa i.i.d.
Z taczng dystrybuanta G(w) = P{z; < w} Zaktadamy ponadto, ze 7; oraz T;; s3 wza-
jemnie niezalezne. Empiryczna dystrybuante z; oznaczmy przez G,(t). Dla kazdego
i =1,2,.,nniech Sig =01 §; = 3 Tjj,j = 1,2,.... Liczba wystgpien zdarzenia dla i-tej
jednostki jest rowna

Ki = max{j € {0,1, }SU < Ti}. (6)

Ostatecznie, dla i-tej jednostki obserwowane sg zmienne losowe:
(Kir T;, Tili TiZ! ey TiKi' T — SiKl-)'

W przypadku multiplikatywnego modelu stabosci zaktadamy, ze dla kazdej jed-
nostki istnieje nieobserwowalna stabos¢ Z;. Mowiac, ze pewne jednostki sa ,,stabsze”,
mamy na mysli to, ze sa bardziej narazone na przezycie zdarzenia niz inne jednostki.
Nieobserwowalna stabos¢ przyjmuje wartosci dodatnie. Pod warunkiem Z; = z luki
czasowe Tjq, Tip,... Sa I.i.d. z warunkowga funkcja przezycia

t
F(tlZ; = z) = [Fo(t) ]* = exp (‘Zf Ao(u)du>, (7)
0

gdzie Ao(") jest funkcja ryzyka powiazana z bazowa funkcja przezycia Fo(-). Bazowa
(podstawowa) funkcja przezycia jest funkcja, ktéra zalezy jedynie od czasu (nie
wystepuja w niej inne zmienne objasniajace). Zaktada sie, ze stabosci Z4,Z,,...,Z, Sa
I.1.d. od nieznanej dystrybuanty H. Stabosci nie sg obserwowalne, wigc szacowane jest
brzegowe przezycie luk czasowych Tj;

F(t) = E{E ()} = ¥[A, (1)), (8)
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gdzie y(u) = E{exp(—uZ;)} jest transformata Laplace’a Z;, a A¢(t) = —log[F,(t)]
jest skumulowana funkcja ryzyka Fy. Brzegowa skumulowana funkcja ryzyka jest

okreslona wzorem

t¢’(Ao(u))

AlD) = — | 2927
O == @)

Ao(u)du = f ELp W Ao (w)du. 9

0 E[Foz1 (u)]

Obydwie postaci wynikaja bezposrednio z definicji y(-).

Popularnym wyborem nieznanej dystrybuanty stabosci H jest dystrybuanta gamma
z parametrem ksztattu i parametrem skali rownym nieznanemu parametrowi a. W tym
przypadku tagczna brzegowa funkcja przezycia F w (8) przyjmuje posta¢:

Ft) = [L y (10)

Parametr « okresla stopien skorelowania pomiedzy lukami czasowymi w obrgbie jed-
nostki. W szczegolnosci, jezeli a rosnie (maleje), zaleznos¢ miedzy czasami odstepu
maleje (rosnie). Przyjmujac a —oo otrzymujemy model z niezaleznymi lukami czaso-
wymi, w ktérym luki T;; majg taczng funkcje przezycia Fy. W rzeczywistosci, gdy «
—oo t0 Z; zbiega do jednosci wedtug prawdopodobienstwa dla i = 1,2,...,n.

4.3. ESTYMATOR WANGA-CHANGA

Wang i Chang (1999) zaproponowali estymator tacznej brzegowej funkcji przezy-
cia zakltadajacy skorelowanie luk czasowych w obrebie jednostek. Autorzy rozwazali
strukture korelacji w dos¢ ogolny sposob, uwzgledniajac jako specjalne przypadki
zarowno model i.i.d., jak i model stabosci gamma. Przyjmujac wszystkie wagi® rowne
jeden (a; w notacji Wanga i Changa), estymator przyjmuje posta¢

) 4 (T;
S(0) = 1_[ [1 _ RETg] (11)

Przy konstrukcji estymatora Wanga-Changa ostatnia luka czasowa nie jest brana pod
uwagge, chyba ze i-ta jednostka nie doswiadczyta zdarzenia w czasie [0, 7;]:

3 Wagi te zaleza od dtugosci czasow z;. Na podstawie przeprowadzonych symulacji, Wang i Chang
stwierdzili, ze przyjecie jednakowych wag jest bardzo dobrym wyborem.
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Ponadto, d* jest suma proporcji jednostek, ktérych czasy odstepu miedzy zdarzeniami
Sg rowne t w momencie wystapienia zdarzenia:

n Ki
1
d*(t) = ;E; 1T, =t), (13)

natomiast R™ jest $rednig liczba jednostek narazonych na ryzyko w czasie t, a t jest
zbiorem ro6znych zaobserwowanych kompletnych luk czasowych dla n jednostek

K;

= 1
R*(t) = ; K ;1{7} j =t} + {1 — Sig, = tH{K; = 0}|. (14)

Asymptotyczna wariancja estymatora Wanga-Changa jest zdefiniowana wzorem:

var($(0)) = F(t)?0¢ (1), (15)

gdzie ayy¢(t) zdefiniowali Wang i Chang (w artykule przyjeli oznaczenie ¢). Asymp-
totyczna wariancja moze by¢ szacowana w nastepujacy sposob:

var($(t)) = $(£)26%¢ (1), (16)
gdzie:
&2 (t) = = " . (17)
v ; i {Tje;jSt}R 2(TJ')

4.4. ESTYMATORY PENY-STRAWDERMANA-HOLLANDERA

Pefia i inni (2001) odkryli nieparametryczny estymator najwiekszej wiarygodno-
$ci bedacy uogolnieniem estymatora Kaplana-Meiera przy zatozeniu, ze zdarzenia
powtarzaja si¢, a czasy pomiedzy zdarzeniami sg niezalezne i maja te same rozktady.
Z tego powodu estymator ten nazywany jest IIDPLE (ang. independent and identi-
cally product limit estimator).
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Dla danego czasu kalendarzowego s oraz luki czasowej t, czyli wykorzystujac
proces podwadjnego indeksowania, definiujemy:

[0¢]

Ki(s) = ) I{S;; <s}, (18)
JZ j
n Ki(s)
N =) > T =1} (19)
i=1 j=1
n [Ki(s—)
Y(s,t) = Z Z I{T,; = t} + I{min(s, 7)) — Six. sy = £} (20)
i=1| j=1

Estymator tacznej funkcji przezycia F czasu miedzy zdarzeniami zaproponowany
przez Pefi¢ 1 inni (2001) jest definiowany nastgpujaco:

Fso=[][t- M] (21)

gdzie: N(s,t) — zlicza ilos¢ zaobserwowanych zdarzen wystepujacych w okresie
kalendarzowym [0, s], ktorych czasy odstepu od poprzedniego zdarzenia sa rowne co
najwyzej t, Y(s,t) — zlicza ilos¢ zaobserwowanych zdarzen wystgpujacych w okresie
kalendarzowym [0, s], ktorych czasy odstepu sa rowne co najmniej t.

Gdy luki czasowe sag skorelowane w obrebie jednostek, obcigzenie 1IDPLE jest
wigksze niz w przypadku estymatora Wanga-Changa. W pracy Pefiy i inni (2001)
mozna znalez¢ szersza informacje dotyczaca poréwnania wiasciwosci tych estymato-
row oraz dowody zgodnosci i stabej zbieznosci estymatora IIDPLE.

Estymator F (s, t) ma asymptotyczna wariancje, gdy n —oo dana wzorem:

var (1?(5, t)) — F(s,)202(s, ). (22)
Estymator wariancji jest okreslony wzorem:

var (ﬁ(s, t)) = F(s,£)%6254(s, 1), (23)
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gdzie:
t N(s,dw)
Y(s,w)[Y(s,w) — N(s,Aw)]

626 (s, 1) = f (24)

Pefia i inni (2001) zaproponowali réwniez estymator tacznej brzegowej funkcji
przezycia luk czasowych w przypadku, gdy sa one skorelowane w obrgbie jednostek,
a korelacja jest indukowana przez model stabosci gamma. Estymator ten nazywany
jest FRMLE (ang. frailty maximum likelihood estimator). Oszacowanie a oraz Ag
(wzor 2) moze by¢ uzyskane maksymalizujac brzegowa funkcje wiarygodnosci
z zastosowaniem algorytmu maksymalizacji wartosci oczekiwanej (EM). Metoda ta
zostata szczeg6towo opisana w pracy Pefiy i inni (2001). FRMLE przyjmuje postac:

TN

A a
a

SR [& e t)] ’ (23)
gdzie: @ — estymator parametru skali a, A,(s,t) — estymator brzegowej skumulowa-

nej funkcji hazardu. _
Mozna traktowaé ten estymator jako bezposrednie uogdlnienie estymatora F (s, t)
do modelu stabosci gamma. Model i.i.d. jest osiggany przyjmujac a —oo CO wymusza
Z; do zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa do jednosci. Z tego powodu mozna Sig¢

spodziewac, ze Foraz F bedg bliskie w modelu i.i.d. FRMLE nie posiada przyblizo-
nej postaci dla asymptotycznej wariancji, dlatego niezbedna jest dalsza praca w celu

zrozumienia asymptotycznego zachowania F(s,b).

5. ANALIZA CZASU TRWANIA W SFERZE UBOSTWA | W SFERZE POZA UBOSTWEM

W badaniu wykorzystano dane pochodzace z siedmiu etapéw panelu zreali-
zowanego w latach 2000-2013 w ramach projektu ,,Diagnoza spoteczna” (Rada
Monitoringu Spotecznego, 2013). Jako wskaznik zamoznosci przyjeto dochody netto
gospodarstw domowych w Polsce w lutym/marcu 2000, 2003, 2005, 2007, 2009,
2011 i 2013 r. W celu uwzglednienia réznic wystepujacych w wielkosci i sktadzie
demograficznym gospodarstwa domowych obliczono dochody ekwiwalentne, stosu-
jac w tym celu zmodyfikowang skalg OECD. Skala ta przypisuje pierwszej dorostej
osobie w gospodarstwie wartos¢ 1, kazdej nastepnej dorostej osobie w gospodarstwie
wartos¢ 0,5, natomiast wartos¢ 0,3 dziecku (kazda osoba ponizej 14 lat). Dochody
ekwiwalentne sa wazone liczbag gospodarstw domowych. Gospodarstwo domowe
zostato uznane za ubogie, gdy jego dochdd byt mniejszy niz 60% mediany rozktadéw
dochodow ekwiwalentnych w danym roku. Nalezy zaznaczy¢, ze dokonane wybory
dotyczace pomiaru ubdstwa sg subiektywne, a zastosowanie innej definicji ubdstwa,
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wskaznika dobrobytu ekonomicznego, granicy ubostwa oraz skal ekwiwalentnosci
moze doprowadzi¢ do uzyskania odmiennych rezultatow dotyczacych ubostwa.

Nalezy podkresli¢, ze warunkiem uwzglednienia danego gospodarstwa domo-
wego w analizie czasu trwania w ubdstwie oraz poza ubostwem byto wystapienie
zdarzenia poczatkowego. Przyktadowo, aby rozpocza¢ analize czasu trwania ubostwa,
gospodarstwo musiato najpierw sta¢ si¢ ubogie. Podkreslenia wymaga fakt, ze na
poczatku okresu obserwacji gospodarstwo nie mogto by¢ juz w trakcie pobytu w sfe-
rze ubostwa, poniewaz w takim przypadku nie znamy momentu wejscia do tej sfery,
a tym samym nie jestesmy w stanie okresli¢ jak diugo faktycznie to gospodarstwo
oczekuje na wyjscie z ubostwa. Oznacza to, ze odrzucamy dane lewostronnie ucigte
(brak informacji o czasie startu oczekiwania na wystapienie zdarzenia).

W analizie czasu oczekiwania na pierwsze wyjscie ze sfery ubostwa (wejscie do
sfery ubostwa) w sktad zbioru danych wchodzity nastepujace kolumny:
Nr_gosp — numer gospodarstwa domowego,
Czas — czas przezycia lub czas cenzurowania,
Cenzurowanie — stan cenzurowania przyjmujacy wartos¢ 1 dla obserwacji niecenzu-
rowanej oraz wartos¢ 0 dla obserwacji cenzurowane;.

Fragment zbioru danych? przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1.
Struktura danych w analizie Kaplana-Meiera
Nr_gosp Czas Cenzurowanie
1 2 1
2 4 0
3 1 1

Zrédto: opracowanie wiasne.

Analize czasow oczekiwania na kolejne wyjscia ze sfery ubdstwa (wejscia do
sfery ubostwa) przeprowadzono w oparciu o zbior danych sktadajacy sie z nastepu-
jacych kolumn:

Nr_gosp — numer gospodarstwa domowego; powtorzony dla kazdej nowej luki cza-
sowej,

Czas — czas wystapienia kolejnego zdarzenia lub czas cenzurowania,
Cenzurowanie — stan cenzurowania. Wszystkie obserwacje przyjmowaty wartos¢ 1
(obserwacja niecenzurowana) dla kazdego gospodarstwa domowego z wyjatkiem
ostatniego, ktore przyjmowato wartos¢ O (obserwacja cenzurowana).

4 Numery gospodarstw domowych w tabelach 1 oraz 2 nie odpowiadaja numerom gospodarstw
z bazy danych.
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W tabeli 2 przedstawiono fragment zbioru danych.

Struktura danych dla zdarzen powtarzajacych si¢

Tabela 2.

Nr_gosp Czas Cenzurowanie
1 2 1
1 1 0
2 4 0
3 1 1
3 1 1
3 1 0

Zrédto: opracowanie wiasne.

Funkcje przezycia oszacowano i zilustrowano graficznie, uzywajac pakietdw
survifit (zob. Therneau, Lumley, 2015) oraz survrec (zob. Gonzalez i inni,
2015) pakietu R (R Development Core Team, 2015). Pierwszy z pakietow stosowano
w przypadku estymatora Kaplana-Meiera, natomiast drugi w przypadku estymatorow
Pefy-Strawdermana-Hollandera oraz Wanga-Changa.

W tabeli 3 oraz na rysunku 6 przedstawiono wyniki oszacowania funkcji przezy-
cia poza sfera ubdstwa.

Funkcje przezycia poza sferg ubostwa

Tabela 3.

Liczba etapéw od

Estymator

momentu rozpoczecia
Okresu poza ub()stwem Kaplana-Meiera Wanga-Changa IIDPLE FRMLE (OC = 2755)
1 0,694 0,696 0,712 0,750
2 0,557 0,555 0,578 0,621
3 0,468 0,466 0,495 0,538
4 0,444 0,443 0,473 0,515
5 0,420 0,418 0,447 0,487
Czas przezycia:
mediana 3 3 3 4
srednia 3,16 3,16 3,26 3,42

Zrédto: obliczenia wiasne na podstawie (Rada Monitoringu Spotecznego, 2013).
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Rysunek 6. Krzywe przezycia poza sferg ubostwa
Zrodto: jak tabela 3.

Oszacowane funkcje przezycia wskazujg, ze ok. 70% gospodarstw domowych
pozostaje poza sfera ubdstwa dwa lata lub diuzej (przerwy pomiedzy kolejnymi eta-
pami badania trwaty dwa lata), natomiast ponad 40% gospodarstw przezywa poza
sferg ubostwa dziesie¢ lat lub dtuzej. Najbardziej zblizone oszacowania uzyskano za
pomoca estymatora Wanga-Changa oraz estymatora Kaplana-Meiera analizujacego
jedynie pierwsze epizody. Jak mozna zauwazy¢, pomigdzy oszacowanymi funkcjami
przezycia dla powtarzajacych sie epizoddéw wystepuja roznice. Z powodu braku for-
malnych metod statystycznych sprawdzajacych zatozenie, ze luki czasowe sa i.i.d.,
Pefia i inni (2001) zaproponowali, aby rozstrzygna¢ te kwesti¢ stosujac metode gra-
ficzng. Uznali, ze w przypadku, gdy krzywe przezycia uzyskane za pomoca IIDPLE,
FRMLE oraz Wanga-Changa sa zgodne, zatozenie o niezaleznosci i takich samych
rozktadach jest prawdziwe. Na rysunku 6 najwieksze rozbieznosci wystepuja pomig-
dzy oszacowaniami uzyskanymi za pomocag FRMLE a pozostatymi estymatorami, co
sugeruje, ze zalozenie i.i.d. nie jest prawdziwe. W praktyce oznacza to, ze wnioski
dotyczace przezycia gospodarstw domowych poza sferg ubostwa nalezy wyciggac,
korzystajac z modelu stabosci gamma.
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Dysponujac oszacowanymi i zaprezentowanymi graficznie funkcjami przezycia,
mozna w tatwy sposob wyznaczy¢ zarébwno mediane (punkt czasu, przy ktorym war-
tos¢ funkcji przyjmuje 0,5), jak i srednig (pole pod krzywa przezycia) czasu przezycia
poza sferg ubdstwa, co pozwoli w petniejszy sposob zobrazowac roznice i podobien-
stwa pomiedzy uzyskanymi wynikami. Mozna zauwazy¢, ze obydwie miary przyj-
muja najwyzsze wartosci w przypadku FRMLE - $redni czas przezycia gospodarstw
domowych poza sferg ubdstwa wynosi niecate siedem lat oraz potowa gospodarstw
przebywa poza sferg ubdstwa co najwyzej osiem lat, a potowa co najmniej osiem lat.
Mediany i srednie przyjmuja takie same i jednoczesnie najnizsze wartosci w przy-
padku estymatoréw Kaplana-Meiera i Wanga-Changa.

Tabela 4 oraz rysunek 7 przedstawiaja wyniki oszacowania funkcji przezycia
w sferze ubdstwa.

Tabela 4.
Funkcje przezycia w sferze ubdstwa
Liczba etapow od Estymator
momentu rozpoczecia
okresu ubdstwa Kaplana-Meiera | Wanga-Changa IIDPLE FRMLE (a = 2804)
1 0,338 0,342 0,376 0,536
2 0,154 0,152 0,180 0,318
3 0,062 0,061 0,080 0,183
4 0,044 0,043 0,057 0,137
Czas przezycia:
mediana 1 1 1 2
srednia 1,55 1,56 1,64 2,04

Zrédto: jak tabela 3.

W przypadku oszacowanych funkcji przezycia w sferze ubostwa wystepuja duze
roznice pomiedzy estymatorem FRMLE a estymatorami IIDPLE oraz Wanga-Changa
(estymator Wanga-Changa ponownie dat rezultaty zblizone do estymatora Kaplana-
-Meiera). Na tej podstawie mozna stwierdzié¢, ze model i.i.d. nie jest odpowiedni
w przypadku analizowanych danych. Uzyskane oszacowania za pomoca FRMLE
pozwalaja stwierdzi¢, ze ponad 50% gospodarstw domowych pozostaje w sferze
ubdstwa dwa lata lub dtuzej, natomiast niecate 14% gospodarstw przezywa w sferze
ubdstwa osiem lat lub dtuzej.
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Rysunek 7. Krzywe przezycia w sferze ubostwa
Zrédto: jak tabela 3.

Podobnie jak w przypadku przezycia poza sferg ubostwa, srednie i mediany
czasu przezycia w sferze ubostwa przyjety najwyzsze wartosci w przypadku FRMLE
— gospodarstwa spedzaty srednio w sferze ubostwa cztery lata oraz potowa gospo-
darstw przezywata w ubdstwie nie mniej niz cztery lata, a potowa nie wigcej niz
cztery lata. Srednie i mediany czasu przezycia przyjely takie same wartosci w przy-
padku estymatorow Kaplana-Meiera i Wanga-Changa, co potwierdza wczesniej
sformutowane wnioski o zblizonych oszacowaniach uzyskanych za pomocg tych
estymatordw.

6. PODSUMOWANIE

W artykule zaprezentowano wyniki analizy czasu trwania gospodarstw domowych
w sferze ubostwa oraz w sferze poza ubostwem. Wykorzystane w tym celu niepara-
metryczne estymatory funkcji przezycia dla zdarzen powtarzajacych si¢ pozwolity
stwierdzi¢, ze prawdopodobienstwo pozostania w sferze ubdstwa przez dtugi czas jest
mniejsze niz w przypadku przezycia poza sferg ubdstwa. Nalezy podkresli¢, ze zasto-
sowane estymatory (Wanga-Changa, IIDPLE oraz FRMLE) daty odmienne wyniki.
SzczegOlnie znaczaca réznica wystepuje w przypadku przezycia w sferze ubdstwa
— oszacowania FRMLE sa znacznie wyzsze niz w przypadku pozostatych estymato-
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row, co sugeruje, ze zatozenie o niezaleznosci i takich samych rozktadach luk cza-
sowych w obrebie gospodarstw domowych nie jest stuszne. Uzyskane wyniki nalezy
jednak traktowac ostroznie. Wejscie i wyjscie ze sfery ubdstwa moze pojawic sig
w dowolnym momencie, lecz dane panelowe sg gromadzone w dyskretnych przedzia-
tach czasu, stad bardziej odpowiednie bytyby estymatory zaktadajace czas dyskretny,
a nie ciagly jak w przypadku zastosowanych estymatoréw. Nalezy zaznaczy¢, ze do
dnia dzisiejszego nie zaproponowano estymatora dla zdarzen powtarzajacych si¢ dla
danych o czasie dyskretnym, dlatego estymatory Wanga-Changa, IIDPLE i FRMLE
Sg czesto stosowane w analizie tego typu danych (np. Gutiérrez i inni, 2011; Hollifield
I inni, 2012).

Zgodnie z uwaga poczyniong we wstepie (Allison, 2010), analize mozna ogra-
niczy¢ jedynie do pierwszego epizodu, poniewaz liczba epizodow przypadajaca na
gospodarstwo domowe byta mniejsza niz dwa. Wtedy wiasciwe sa wyniki uzyskane
za pomoca estymatora Kaplana-Meiera, ktore zarowno w przypadku czasu oczekiwa-
nia na wyjscie, jak i wejscie do sfery ubostwa byty najbardziej zblizone do oszacowan
uzyskanych estymatorem Wanga-Changa.

Przedmiotem kolejnych badan bedzie analiza czasu trwania gospodarstw w sferze
ubdstwa i poza ubdstwem z wykorzystaniem modeli Coxa (zaktadajacych czas ciagty)
oraz modeli logitowych (zaktadajacych czas dyskretny). Analiza zostanie przeprowa-
dzona zarowno dla pojedynczych epizodow (czas oczekiwania na pierwsze wejscie
I wyjscie ze sfery ubdstwa), jak i dla powtarzajacych sie zdarzen.

Anna Sgczewska-Piotrowska — Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach
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BADANIE UBOSTWA Z ZASTOSOWANIEM NIEPARAMETRYCZNEJ ESTYMACII
FUNKCJI PRZEZYCIA DLA ZDARZEN POWTARZAJACYCH SIE

Streszczenie

W artykule przeprowadzono analiz¢ czasu trwania gospodarstw domowych w sferze ubdstwa oraz
w sferze poza ubostwem. W tym celu wykorzystano estymatory funkcji przezycia dla zdarzen powtarza-
jacych sie: estymator Wanga-Changa oraz dwa estymatory zaproponowane przez Pefie, Strawdermana
i Hollandera (IIDPLE oraz FRMLE). Na podstawie uzyskanych wynikow mozna stwierdzi¢, ze prawdo-
podobienstwo przezycia gospodarstw domowych w sferze poza ub6stwem przez diugi czas jest wigksze
niz w przypadku przezycia w sferze ubostwa. Bazujac na graficznej metodzie uznano, ze najlepszym
estymatorem funkcji przezycia w sferze ubdstwa i w sferze poza ubostwem jest FRMLE. Oznacza to,
ze zatozenie o niezaleznosci i takich samych rozktadach czaséw oczekiwania na wystgpienie kolejnych
zdarzen w obrebie gospodarstw domowych nie jest stuszne.

Stowa kluczowe: ubdstwo, funkcja przezycia, zdarzenia powtarzajace si¢, nieparametryczna esty-
macja

POVERTY STUDY USING NONPARAMETRIC ESTIMATION
OF RECURRENT SURVIVAL FUNCTION

Abstract

The article analyses households’ poverty and nonpoverty duration. For this purpose survival function
estimators for recurrent events were used: Wang-Chang estimator and two estimators proposed by Pefia,
Strawderman and Hollander (IIDPLE and FRMLE). We can conclude that survival probability for a long
time out of poverty is greater than in the case of survival in poverty. Based on the graphical method
we can conclude that the best estimator of survival in poverty and out of poverty is FRMLE. It means
that we cannot assume that interoccurrence times within households are independent and identically
distributed.

Keywords: poverty, survival function, recurrent events, nonparametric estimation






